Extremally disconnected spaces by Lekše, Maruša
UNIVERZA V LJUBLJANI
FAKULTETA ZA MATEMATIKO IN FIZIKO
Matematika – 1. stopnja
Maruša Lekše
Ekstremno nepovezani prostori
Delo diplomskega seminarja
Mentor: prof. dr. Aleš Vavpetič
Ljubljana, 2020
Kazalo
1. Uvod 4
2. Ekstremna nepovezanost 4
3. Podprostori ekstremno nepovezanih prostorov 9
4. Ekstremna nepovezanost in preslikave 12
5. Ekstremna nepovezanost in topološke grupe, kolobarji ter polja 17
5.1. Topološke grupe 17
5.2. Topološki kolobarji in polja 19
6. Ekstremna nepovezanost in Stone-Čechova kompaktifikacija 21
6.1. Konstrukcija Stone-Čechove kompaktifikacije diskretnih prostorov z
ultrafiltri 22
Slovar strokovnih izrazov 28
Literatura 28
Ekstremno nepovezani prostori
Povzetek
Ekstremno nepovezani prostori so prostori, v katerih je zaprtje vsake odprte množice
odprta množica. V tem diplomskem delu se osredotočimo na nekatere zanimive
lastnosti ekstremno nepovezanih prostorov Tihonova. Pokažemo, da je v takšnih
prostorih vsako konvergentno zaporedje od nekega člena naprej konstantno. Doka-
žemo, da je prostor Tihonova ekstremno nepovezan natanko tedaj, ko ima vsaka
navzgor omejena podmnožica delno urejene množice C(X) natančno zgornjo mejo.
Pokažemo tudi, da je za prostore Tihonova vsako ekstremno nepovezano topološko
polje diskretno in da je topološka grupa diskretna natanko tedaj, ko je prostor G×G
ekstremno nepovezan. Na koncu s pomočjo Stone-Čechove kompaktifikacije najdemo
primer prostorov, ki jih preučujemo.
Extremally disconnected spaces
Abstract
Extremally disconnected spaces are spaces, in which the closure of every open set is
open. In this thesis we examine some interesting properties of extremally disconnec-
ted Tychonoff spaces. We prove that in such spaces, every convergent sequence is
constant from some point on. We show that a Tychonoff space is extremally disco-
nected if and only if every subset of the partially ordered set C(X) that has an upper
bound, also has a least upper bound. We also prove that an extremally disconnected
Tychonoff topological field is discrete and that an extremally disconnected Tycho-
noff topological group G is discrete if and only if the product G × G is extremally
disconnected. In the end of this thesis we define Stone-Cech compactification in
order to find an example of the spaces that we are studying.
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1. Uvod
Izraz ekstremno nepovezani prostori je prvi uporabil E. Hewitt leta 1943. Od
tedaj so igrali pomembno vlogo na različnih področjih matematike, med drugim pri
aksiomatski teoriji množic, preučevanju Boolovih algeber in različnih vejah funkci-
onalne analize ([8], [16]).
V tem delu se osredotočimo na nekatere zanimive lastnosti ekstremno nepove-
zanih prostorov. Pri tem se omejimo le na prostore Tihonova, ki so za ekstremno
nepovezane prostore še posebnega pomena. V celotnem delu bomo za vsak topološki
prostor privzeli, da je prostor Tihonova in tega ne bomo posebej omenjali.
V 2. poglavju bomo definirali osnovne pojme, dokazali nekaj ekvivalentnih defi-
nicij ekstremne nepovezanosti in pokazali, da v ekstremno nepovezanih prostorih ne
obstaja konvergentno zaporedje s samimi različnimi členi. Zaradi tega je vsak ekstre-
mno nepovezan metrizabilen prostor diskreten. V 3. poglavju se bomo osredotočili
na podprostore ekstremno nepovezanih prostorov, v 4. poglavju na preslikave med
njimi in v 5. poglavju na ekstremno nepovezane topološke grupe, kolobarje ter polja.
V 4. poglavju bomo tudi pokazali, da je prostor X ekstremno nepovezan natanko
tedaj, ko ima vsaka navzgor omejena podmnožica delno urejene množice zveznih
funkcij C(X) tudi natančno zgornjo mejo. V 5. poglavju bomo pokazali, da je to-
pološka grupa diskretna natanko tedaj, ko je prostor G × G ekstremno nepovezan
in da je vsako ekstremno nepovezano topološko polje diskretno.
Poleg diskretnega prostora do sedaj med študijem še nismo spoznali nobenega
ekstremno nepovezanega prostora Tihonova. Zato v zadnjem poglavju definiramo
Stone-Čechovo kompaktifikacijo diskretnih prostorov in z njeno pomočjo najdemo
primer takšnega prostora.
2. Ekstremna nepovezanost
V tem poglavju bomo definirali ekstremno nepovezanost in prostore Tihonova.
Opazovali bomo, kako je ekstremna nepovezanost povezana z nepovezanostjo in
popolno nepovezanostjo. Dokazali bomo nekaj ekvivalentnih definicij ekstremne ne-
povezanosti, ki jih bomo uporabili pri dokazovanju izrekov v naslednjih poglavjih.
Dokazali bomo tudi nenavadno lastnost ekstremno nepovezanih prostorov, da je v
njih vsako konvergentno zaporedje od nekega člena naprej konstantno. Pri tem
bomo sledili virom [1], [4] in [12].
Najprej definiramo pojem ekstremne nepovezanosti:
Definicija 2.1. Naj boX topološki prostor. Pravimo, da jeX ekstremno nepovezan,
če za vsako odprto podmnožico množice X velja, da je njeno zaprtje odprta množica.
Ekstremno nepovezani prostori so na primer:
1.) Vsak prostor z diskretno topologijo. V diskretnih prostorih je vsaka množica
hkrati odprta in zaprta, zato je zaprtje vsake odprte množice kar ona sama. Zaprtje
vsake odprte množice je torej odprta množica.
2.) Prostor (R, τ) s topologijo τ = {(−x, x)|x ∈ (0,∞)} ∪ {∅,R}. Poleg prazne
množice so vse zaprte množice oblike (−∞,−y] ∪ [y,∞), za neko število y ∈ R.
Zaprtje vsake neprazne množice, torej najmanjša zaprta množica, ki jo vsebuje, je
zato množica R, ki je odprta. Zaprtje prazne množice je prazna množica, ki je tudi
odprta. Prostor je zato ekstremno nepovezan.
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3.) Vsak prostor X s topologijo vsebovane točke. V vsakem takem prostoru so za
neko točko a ∈ X odprte natanko tiste množice, ki vsebujejo točko a, in pa prazna
množica. Zaprte so zato tiste množice, ki ne vsebujejo točke a, in pa cela množica X.
Zaprtje vsake neprazne množice je torej cel prostor, ki je odprt, zaprtje prazne mno-
žice pa je prazna množica, ki je tudi odprta. ProstorX je zato ekstremno nepovezan.
Definiramo še kdaj je topološki prostor X prostor Tihonova.
Definicija 2.2. Topološki prostor X ustreza aksiomu T31
2
, če za vsako točko a ∈ X
in vsako zaprto množico A, ki ne vsebuje točke a, obstaja zvezna preslikava φ : X →
[0, 1], za katero je φ(a) = 1 in za vsako točko x ∈ A velja φ(x) = 0.
Topološki prostor ustreza aksiomu T1, kadar za vsaki dve različni točki obstaja
okolica prve točke, ki jo loči od druge, in okolica druge točke, ki jo loči od prve. Ti
dve okolici nista nujno disjunktni. Takim prostorom pravimo tudi Frechetovi.
Definicija 2.3. Topološki prostor je prostor Tihonova, če ustreza aksiomoma T1 in
T3 1
2
.
Od zgoraj naštetih primerov ekstremno nepovezanih prostorov je prostor Tihonova
le diskreten prostor. Primer nediskretnega ekstremno nepovezanega prostora, ki je
prostor Tihonova, bomo našli v zadnjem poglavju.
V tem delu se bomo omejili le na prostore Tihonova. Zaradi preglednosti bomo
zato za vse topološke prostore privzeli, da so prostori Tihonova in tega ne bomo
posebej napisali. Preučevali bomo tudi produkte in podprostore takšnih prostorov,
zato moramo najprej preveriti, da so produkti in podprostori prostorov Tihonova
tudi prostori Tihonova.
Trditev 2.4. Podprostor prostora Tihonova je prostor Tihonova.
Dokaz. Naj bo X prostor Tihonova in Y njegov podprostor. Izberemo poljubno
zaprto podmnožico A prostora Y in točko a ∈ Y , da velja a /∈ A. Množica ClX(A)
je zaprta podmnožica prostora X. Vemo, da velja ClY (A) = ClX(A)∩ Y , zato velja
a /∈ ClX(A). Prostor X ustreza aksiomu T3 1
2
, zato obstaja takšna zvezna preslikava
f : X → [0, 1], da velja f(a) = 1 in za vsako točko x ∈ ClX(A) velja f(x) = 0.
Definiramo preslikavo φ = f |Y . Vemo, da je preslikava φ zvezna, saj je zožitev
zvezne preslikave. Velja φ(a) = 1, za vsako točko y ∈ A velja φ(y) = 0. Prostor
Y zato ustreza aksiomu T3 1
2
. Frechetova lastnost je dedna, zato je prostor Y tudi
Frechetov in zato ustreza zahtevam za prostor Tihonova. □
Trditev 2.5. Produkt dveh prostorov Tihonova je prostor Tihonova.
Dokaz. Naj bosta X1 in X2 prostora Tihonova in naj bo produkt X = X1 × X2.
Izberemo poljubno zaprto podmnožico A prostora X in točko a = (a1, a2) ∈ X, da
velja a /∈ A. Množica X \ A je odprta, zato obstaja taka bazična okolica točke a
oblike U1×U2, da je množica U1 odprta podmnožica prostora X1, množica U2 odprta
podmnožica prostora X2 in velja (U1×U2)∩A = ∅. Prostora X1 in X2 sta prostora
Tihonova, množici X1\U1 in X2\U2 sta zaprti v X1 in X2, velja a1 /∈ X1\U1 in a2 /∈
X2 \ U2. Zato obstajata takšni zvezni preslikavi f1 : X1 → [0, 1] in f2 : X2 → [0, 1],
da velja f1(a1) = 1, f2(a2) = 1, za vsako točko x ∈ X1 \ U1 velja f1(x) = 0 in za
vsako točko y ∈ X2 \U2 velja f2(y) = 0. Definiramo preslikavo φ : X1×X2 → [0, 1] s
predpisom φ(x, y) = f1(x)·f2(y). Preslikava φ je kompozitum zveznih preslikav, zato
je zvezna. Velja φ(a) = 1 in za vsako točko z ∈ A velja φ(z) = 0. Prostor X zato
5
ustreza aksiomu T3 1
2
. Vemo, da je produkt dveh Frechetovih prostorov Frechetov
prostor, zato je prostor X prostor Tihonova. □
Pokažemo, da je vsak normalen prostor prostor Tihonova in da je vsak prostor
Tihonova regularen.
Trditev 2.6. Vsak normalen prostor je prostor Tihonova.
Dokaz. Naj bo X normalen prostor. Vemo, da je vsak normalen prostor Frechetov,
pokazati moramo, da ustreza tudi aksiomu T3 1
2
. Izberemo poljubno zaprto podmno-
žico A prostora X in točko a ∈ X, da velja a /∈ A. Ker je prostor Frechetov, je
množica {a} zaprta. Če je množica A prazna, obstaja preslikava f : X → [0, 1], s
predpisom f(x) = 1, da je f(a) = 1 in za vsak y ∈ A velja f(y) = 0. Sicer po
Urisonovi lemi obstaja takšna preslikava φ : X → [0, 1], da velja φ({a}) = {1} in
φ(A) = {0}. Zato prostor X ustreza aksiomu T3 1
2
in je prostor Tihonova. □
Trditev 2.7. Vsak prostor Tihonova ustreza aksiomu T3.
Dokaz. Naj bo X prostor Tihonova. Izberemo poljubno zaprto podmnožico A pro-
stora X in točko a ∈ X, da velja a /∈ A. Tedaj obstaja takšna zvezna preslikava
φ : X → [0, 1], da za vsako točko x ∈ A velja φ(x) = 0 in je φ(a) = 1. Naj bo
množica U = φ−1([0, 1
2
)) in množica V = φ−1((1
2
, 1]). Množici U in V sta disjunktni
in odprti, saj sta prasliki disjunktnih odprtih množic. Velja A ⊂ U in a ∈ V . Torej
za poljubno množico in točko, ki ni vsebovana v njej, obstajata okolici, ki ju ostro
ločita. Prostor X zato ustreza aksiomu T3. □
Posledica 2.8. Vsak prostor Tihonova je Hausdorffov prostor.
Dokaz. Naj bo X prostor Tihonova. Tedaj je Frechetov, po trditvi 2.7 vemo, da
ustreza aksiomu T3. Vemo, da je takšen prostor tudi Hausdorffov. □
Do sedaj smo spoznali že nepovezane in popolnoma nepovezane prostore. Spo-
mnimo se kaj to pomeni. Prostor X je nepovezan, če obstajata disjunktni nepra-
zni odprti množici U, V ⊂ X, da velja U ∪ V = X. Nepovezan je npr. prostor
(0, 1) ∪ (1, 2) ⊂ R.
Za vsako točko x ∈ X definiramo njeno komponento za povezanost C(x) kot unijo
vseh povezanih podmnožic prostora X, ki vsebujejo točko x. Prostor je popolnoma
nepovezan, če so v njem vse komponente za povezanost točke.
Popolnoma nepovezan prostor je npr. prostor Q ⊂ R. Za vsako množico A ⊂ Q,
ki ima vsaj 2 točki a, b ∈ A, med točkama a in b obstaja neko iracionalno število r.
Množici (−∞, r) ∩A in (r,∞) ∩A sta disjunktni, odprti in neprazni, zato množica
A ni povezana. Komponente za povezanost so zato enoelementne množice.
Trditev 2.9. Vsak ekstremno nepovezan prostor je popolnoma nepovezan.
Dokaz. Naj bo X ekstremno nepovezan prostor. Privzeli smo, da so vsi prostori
prostori Tihonova, zato je po trditvi 2.8 X Hausdorffov prostor. Vzemimo dve točki
a, b ∈ X. Ker je prostor X Hausdorffov, obstajata takšni odprti množici A,B ⊂ X,
da je točka a ∈ A, točka b ∈ B in velja A ∩ B = ∅. Velja b /∈ Cl(A), saj ima
točka b odprto okolico B, ki je z množico A disjunktna. Točka a je vsebovana
v množici Cl(A), ki je zaradi ekstremne nepovezanosti odprta in zaprta. Torej
točka b ne more biti vsebovana v maksimalni komponenti za povezanost točke a,
ki je podmnožica množice Cl(A). Podobno točka a ni vsebovana v maksimalni
komponenti za povezanost točke b. Pokazali smo, da v prostoru X poljubni točki
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ne moreta biti vsebovani v isti komponenti za povezanost. Torej so v prostoru X
maksimalne komponente za povezanost točke in je prostor X popolnoma nepovezan.
□
Posledica 2.10. Vsak ekstremno nepovezan prostor z vsaj dvema točkama je nepo-
vezan.
Dokaz. Naj bo X ekstremno nepovezan prostor z vsaj dvema točkama. Tedaj je po
trditvi 2.9 prostor X popolnoma nepovezan. Vsak popolnoma nepovezan prostor z
vsaj dvema točkama pa je nepovezan. □
Opomba 2.11. Zgornji izrek in posledica res veljata samo za prostore Tihonova,
na katere smo se omejili. Da ne more veljati na splošno vidimo na primeru prostora
s topologijo vsebovane točke z vsaj dvema točkama. Je ekstremno nepovezan, ni
pa nepovezan, saj ne vsebuje dveh disjunktnih nepraznih odprtih podmnožic. Vse
neprazne odprte podmnožice namreč vsebujejo isto točko. Ker prostor ni nepovezan,
tudi ni popolnoma nepovezan.
Na ekstremno nepovezanost lahko gledamo tudi na drug način.
Definicija 2.12. Naj bo X topološki prostor in točka x ∈ X. Pravimo, da je x
točka ekstremne nepovezanosti prostora X, če ne obstajata taki disjunktni odprti
množici U, V ⊂ X, da je točka x ∈ Cl(U) ∩ Cl(V ).
V naslednji trditvi bomo pokazali več ekvivalentnih definicij ekstremne nepove-
zanosti, med drugim tudi, da je prostor ekstremno nepovezan natanko tedaj, ko je
v njem vsaka točka točka ekstremne nepovezanosti. Pri tem bomo večinoma sledili
viru [4].
Trditev 2.13. Naslednje trditve so ekvivalentne:
1.) Prostor X je ekstremno nepovezan.
2.) Vsaka točka v X je točka ekstremne nepovezanosti prostora X.
3.) Za vsaki odprti množici A,B ⊂ X velja Cl(A) ∩ Cl(B) = Cl(A ∩B).
4.) Za vsaki disjunktni odprti množici A,B ⊂ X velja Cl(A) ∩ Cl(B) = ∅.
Dokaz. Dokažemo, da velja 1.) ⇒ 3.) ⇒ 4.) ⇒ 2.) ⇒ 1.).
Najprej pokažemo, da iz 1. trditve sledi 3. trditev. Naj bo X ekstremno ne-
povezan prostor in množici A in B odprti podmnožici v X. Tedaj so odprte tudi
množice A∩B,Cl(A),Cl(B) in Cl(A∩B). Vemo, da je Cl(A∩B) ⊂ Cl(A)∩Cl(B).
Pokažemo, da velja tudi obratno. Izberemo točko x ∈ Cl(A) ∩ Cl(B), pokazali bo-
mo, da je x ∈ Cl(A ∩ B). Množica Cl(A) ∩ Cl(B) je odprta okolica točke x. Sedaj
vzemimo poljubno odprto okolico točke x, označimo jo z O. Naj bo množica O′ =
Cl(A)∩Cl(B)∩O in množica Y = O′∩A. Ker je množica O′ odprta okolica točke x
in je x ∈ Cl(A), je Y neprazna odprta množica. Velja Y ⊂ Cl(A) ∩Cl(B) ⊂ Cl(B),
zato je presek Y ∩B neprazen. Množica Y ∩B = O′∩A∩B = Cl(A)∩Cl(B)∩O∩A∩B
je neprazna. Torej ima poljubna okolica O točke x neprazen presek z množico A∩B,
točka x je res element množice Cl(A ∩B).
Pokažemo, da iz 3. trditve sledi 4. trditev. Naj bosta A,B ⊂ X disjunktni
odprti množici. Vemo, da je Cl(A) ∩ Cl(B) = Cl(A ∩ B). Ker je A ∩ B = ∅, je
Cl(A) ∩ Cl(B) = Cl(A ∩B) = Cl(∅) = ∅.
Pokažemo, da iz 4. trditve sledi 2. trditev. Predpostavimo, da obstaja točka
a ∈ X, ki ni točka ekstremne nepovezanosti prostora X. Tedaj obstajata takšni
odprti množici A in B, da velja A ∩ B = ∅, da je a ∈ Cl(A) ∩ Cl(B). To pa je
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v nasprotju s predpostavko, da nobena točka ni element preseka Cl(A) ∩ Cl(B) za
disjunktni odprti množici A in B. Pridemo do protislovja, zato je vsaka točka v
prostoru X točka ekstremne nepovezanosti prostora X.
Pokažemo, da iz 2. trditve sledi 1. trditev. Naj bo vsaka točka v prostoru
X točka ekstremne nepovezanosti prostora X. Izberemo poljubno odprto množico
U in dokažemo, da je množica Cl(U) tudi odprta. Množici U in X \ Cl(U) sta
disjunktni in odprti. Če bi obstajala točka a ∈ Cl(U) ∩ Cl(X \ Cl(U)), bi bilo to
v nasprotju z zahtevo, da je točka a točka ekstremne nepovezanosti prostora X.
Torej velja Cl(U) ∩ Cl(X \ Cl(U)) = ∅. Sedaj predpostavimo, da množica Cl(U) ni
odprta. Tedaj množica X \Cl(U) ni zaprta, zato velja X \Cl(U) ⊊ Cl(X \Cl(U)).
Obstaja točka b ∈ (X \ Cl(U))c = Cl(U), da je b ∈ Cl(X \ Cl(U)). Tedaj velja
b ∈ Cl(U) ∩ Cl(X \ Cl(U)) = ∅. Pridemo do protislovja. Za poljubno odprto
množico U ⊂ X je množica Cl(U) odprta, zato je prostor X po definiciji ekstremno
nepovezan. □
Druga točka bo zelo uporabna pri dokazih trditev povezanih z gostimi podprostori
ekstremno nepovezanih prostorov, saj bomo pokazali, da je neka točka točka eks-
tremne nepovezanosti prostora natanko tedaj, ko je točka ekstremne nepovezanosti
vsakega njegovega gostega podprostora.
Ena izmed zanimivih lastnosti, ki veljajo za ekstremno nepovezane prostore je,
da v njih ne obstaja konvergentno zaporedje sestavljeno iz samih različnih členov.
Zaradi tega lahko pokažemo, da je metrizabilen ekstremno nepovezan prostor dis-
kreten. Pri tem sledimo predvsem viru [12, poglavje 14.1].
Trditev 2.14. V ekstremno nepovezanem prostoru je vsako konvergentno zaporedje
od nekega člena naprej konstantno.
Dokaz. Naj bo X ekstremno nepovezan prostor. Predpostavimo, da v njem obstaja
konvergentno zaporedje {yn}n∈N, ki ni od nekega člena naprej konstantno. Pro-
stor X je po posledici 2.8 Hausdorffov, zato je limita zaporedja {yn}n∈N ena sama
točka. Označimo jo z x. Če bi zaporedje {yn}n∈N vsebovalo le končno število raz-
ličnih elementov, bi se vsaj neka točka z ∈ {yn}n∈N v zaporedju pojavila neskončno
mnogokrat. Prostor X je Hausdorffov, zato obstaja takšna okolica W točke x, da
velja z /∈ W . Točka x je limita zaporedja {yn}n∈N, zato obstaja tak k ∈ N, da za
l > k velja yl ∈ W . To pa ni mogoče, saj se točka z v zaporedju pojavi neskončno
mnogokrat. Torej ima zaporedje {yn}n∈N neskončno različnih členov.
Sedaj lahko konstruiramo podzaporedje {xn}n∈N zaporedja {yn}n∈N tako, da vsak
člen iz {yn}n∈N upoštevamo le, če se pojavi prvič, in ni enak točki x. Zaporedje
{xn}n∈N je sestavljeno iz samih različnih členov, je konvergentno in ima limito x.
Za vsak n ∈ N definiramo množico Kn = {x} ∪ {xm|m ̸= n}. Množica Kn
je konvergentno zaporedje s svojo limito, zato je kompaktna. Ker je kompaktna
podmnožica Hausdorffovega prostora je zaprta. Prostor X po trditvi 2.7 ustreza
aksiomu T3, zato obstajata takšni disjunktni odprti množici Un in Vn, da velja Kn ⊂
Un in xn ∈ Vn. Definiramo množico Mn = U1 ∩U2 ∩ . . .∩Un−1 ∩ Vn. Množica Mn je
odprta, saj je presek končnega števila odprtih množic, in velja xn ∈ Mn. Za j > i
veljaMi∩Mj = U1∩U2∩. . .∩Ui−1∩Vi∩U1∩U2∩. . .∩Ui∩. . .∩Uj−1∩Vj ⊂ Ui∩Vi = ∅,
saj sta za vsak i ∈ N množici Ui in Vi disjunktni.
Množice {Mn}n∈N so torej disjunktne in odprte, za vsak n ∈ N velja xn ∈ Mn.
Definiramo množici H1 in H2 kot H1 =
⋃︁
n∈NM2n in H2 =
⋃︁
n∈NM2n+1. Množici H1
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in H2 sta disjunktni in odprti, saj sta uniji odprtih množic. Dokažimo, da je točka
x ∈ Cl(H1). Za vsak n ∈ N velja, da je x2n ∈ H1, saj je x2n ∈M2n ⊂ H1. Zaporedje
{x2n}n∈N konvergira k točki x. Zato je po definiciji konvergence v vsaki okolici
točke x nek element množice H1, zato je točka x ∈ Cl(H1). Podobno pokažemo,
da je točka x ∈ Cl(H2). Tedaj sta množici H1 in H2 odprti, disjunktni in velja
x ∈ Cl(H1) ∩ Cl(H2). To pa je po trditvi 2.13 v nasprotju s tem, da je prostor X
ekstremno nepovezan, zato tako zaporedje {yn}n∈N ne more obstajati. □
Posledica 2.15. Vsak metrizabilen ekstremno nepovezan prostor je diskreten.
Dokaz. Naj bo X ekstremno nepovezan metrizabilen prostor. Tedaj je prostor X
1-števen in prostor Tihonova. Predpostavimo, da prostor X ni diskreten.
Tedaj obstaja takšna točka x ∈ X, da množica {x} ni odprta. Prostor X je
1-števen, zato obstaja števna baza različnih odprtih okolic točke x, označimo jo
{Vi|i ∈ I}. Pokažimo, da je teh okolic neskončno. Predpostavimo, da jih je končno
število n ∈ N. Tedaj definiramo množico V = V1 ∩ V2 ∩ . . . ∩ Vn. Če je množica
V = {x}, je to v nasprotju s tem, da množica {x} ni odprta. Če pa množica V
vsebuje še nek element y ∈ V , to pomeni, da je v vsaki bazični okolici točke x
vsebovana tudi točka y. Ker je prostor X Frechetov, lahko najdemo odprto okolico
točke x, ki ne vsebuje točke y. Prispeli smo do protislovja.
Za vsak i ∈ N definiramo množico Ui = V1 ∩ . . . ∩ Vi. Za vsako množico Ui
velja Ui ⊂ Vi, zato je množica {Ui|i ∈ N} tudi baza okolic točke x. Velja, da je
za i > j množica Ui ⊊ Uj. Za vsak i izberemo točko xi ∈ Ui \ Ui+1. Takšno
točko lahko izberemo, saj je množica Ui \Ui+1 neprazna. Tedaj je {xi}i∈N zaporedje,
ki je sestavljeno iz samih različnih členov in konvergira proti točki x. To pa je
v protislovju s trditvijo 2.14, zato nediskreten metrizabilen ekstremno nepovezan
prostor ne obstaja. □
3. Podprostori ekstremno nepovezanih prostorov
V tem poglavju se osredotočimo na podprostore ekstremno nepovezanih prostorov.
Pokazali bomo, da je ekstremna nepovezanost dedna na odprte podprostore, goste
podprostore in na retrakte. Zaprt podprostor ekstremno nepovezanega prostora
ni nujno ekstremno nepovezan. Pokazali bomo tudi, da za homogen prostor in
njegov gost podprostor velja, da je prvi ekstremno nepovezan natanko tedaj, ko je
ekstremno nepovezan drugi. Pri tem sledimo virom [1], [12] in [14].
Trditev 3.1. Retrakt ekstremno nepovezanega prostora je ekstremno nepovezan.
Dokaz. Naj bo X ekstremno nepovezan prostor, Y njegov retrakt in preslikava
r : X → Y retrakcija. Preslikava r je torej zvezna, zanjo velja r|Y = idY . Naj
bosta U in V poljubni disjunktni odprti podmnožici prostora Y . Ker je r zvezna
preslikava sta množici r−1(U) in r−1(V ) odprti podmnožici prostora X. Prostor X
je ekstremno nepovezan, zato po trditvi 2.13 velja ClX(r−1(U)) ∩ClX(r−1(V )) = ∅.
Velja U ⊂ r−1(U) in V ⊂ r−1(V ), zato je tudi presek ClX(U) ∩ClX(V ) = ∅. Vemo,
da velja ClX(U) ∩ ClX(V ) ⊃ ClY (U) ∩ ClY (V ), zato je ClY (U) ∩ ClY (V ) = ∅. Po
trditvi 2.13 je prostor Y ekstremno nepovezan. □
Trditev 3.2. Odprt podprostor ekstremno nepovezanega prostora je ekstremno ne-
povezan.
Dokaz. Naj bo X ekstremno nepovezan prostor, Y njegov odprt podprostor in mno-
žici U, V ⊂ Y disjunktni odprti množici. Dokazali bomo, da je presek njunih zaprtij
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neprazen. Tedaj je po trditvi 2.13 prostor Y ekstremno nepovezan. Množici U in
V sta odprti podmnožici prostora Y , ki je odprta podmnožica prostora X. Zato
sta množici U in V odprti podmnožici prostora X. Prostor X je ekstremno ne-
povezan, zato po trditvi 2.13 velja ClX(U) ∩ ClX(V ) = ∅. Torej je tudi presek
ClY (U) ∩ ClY (V ) = ∅. □
Podobno za gost podprostor ekstremno nepovezanega prostora velja, da je ekstre-
mno nepovezan. Ponovimo, kdaj je podprostor prostora gost v njem.
Definicija 3.3. Prostor Y ⊂ X je gost podprostor prostora X, kadar velja Cl(Y ) =
X.
Trditev 3.4. Naj bo X topološki prostor, Y njegov gost podprostor in točka a ∈ Y .
Točka a je točka ekstremne nepovezanosti prostora Y natanko tedaj, ko je točka
ekstremne nepovezanosti prostora X.
Dokaz. Najprej dokažemo implikacijo v levo. Naj bo točka a točka ekstremne nepo-
vezanosti prostora X. Predpostavimo, da točka a ni točka ekstremne nepovezanosti
prostora Y . Tedaj po definiciji točke ekstremne nepovezanosti obstajata disjunktni
odprti množici U, V ⊂ Y , da je točka a ∈ ClY (U) ∩ ClY (V ). Ker sta U in V odprti
množici, obstajata taki odprti podmnožici U ′ in V ′ prostora X, da je U = U ′ ∩ Y
in V = V ′ ∩ Y . Množica U ′ ∩ V ′ je odprta podmnožica prostora X. Ločimo dva
primera, če je presek U ′ ∩ V ′ prazen ali neprazen.
1.) Množica U ′ ∩ V ′ je neprazna. Tedaj zaradi gostosti podprostora Y obstaja
takšna točka y ∈ Y , da velja y ∈ U ′ ∩ V ′. Zato je točka y ∈ U ∩ V , kar pa je v
protislovju z disjunktnostjo množic U in V .
2.) Množica U ′ ∩ V ′ je prazna. Velja ClX(U ′) ∩ ClX(V ′) ⊃ ClX(U) ∩ ClX(V ) ⊃
ClY (U) ∩ ClY (V ) ⊃ {a}. Množici U ′ in V ′ pa sta disjunktni odprti podmnožici
ekstremno nepovezanega prostora, zato bi presek njunih zaprtij po trditvi 2.13 moral
biti prazen. Spet smo prišli do protislovja.
Točka a je torej točka ekstremne nepovezanosti prostora Y .
Dokažemo še implikacijo v desno. Naj bo točka a točka ekstremne nepovezanosti
prostora Y . Predpostavimo, da ni točka ekstremne nepovezanosti prostora X. Te-
daj po definiciji točke ekstremne nepovezanosti obstajata takšni disjunktni odprti
množici U, V ⊂ X, da je a ∈ ClX(U)∩ClX(V ). Označimo U ′ = U∩Y in V ′ = V ∩Y .
Množici U ′ in V ′ sta disjunktni odprti podmnožici prostora Y .
Naj bo P ′ poljubna odprta okolica točke a v podprostoru Y . Tedaj obstaja takšna
odprta množica P ⊂ X, da velja P ′ = Y ∩ P . Ker je točka a vsebovana v množici
ClX(U) in je P odprta okolica točke a, obstaja takšna točka p ∈ X, da je p ∈ P ∩U .
Množica P ∩ U je odprta in neprazna. Ker je množica Y gost podprostor prostora
X, obstaja takšna točka p′ ∈ Y , da je p′ ∈ P ∩ U . Množica P ′ ∩ U = P ∩ U ∩ Y
vsebuje točko p′, zato je neprazna. Torej lahko v poljubni odprti okolici P ′ točke a
v prostoru Y najdemo točko p′, ki je element množice U ′ = Y ∩ U . Zato je točka
a ∈ ClY (U ′). Podobno dokažemo, da je točka a ∈ ClY (V ′). Torej za disjunktni
odprti množici U ′, V ′ ⊂ Y velja a ∈ ClY (U ′) ∩ ClY (U ′). To po definiciji točke
ekstremne nepovezanosti ni mogoče, zato smo prispeli do prostislovja. Točka a je
točka ekstremne nepovezanosti prostora X. □
Trditev 3.5. Gost podprostor ekstremno nepovezanega prostora je ekstremno nepo-
vezan.
Dokaz. Naj bo Y gost podprostor ekstremno nepovezanega prostora X. Izberemo
poljubno točko y ∈ Y . Ker je prostor X ekstremno nepovezan, je v njem vsaka
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točka, torej tudi točka y, točka ekstremne nepovezanosti prostora X. Prostor Y
je gost podprostor prostora X, zato je po trditvi 3.4 točka y tudi točka ekstremne
nepovezanosti prostora Y . Vsaka točka v prostoru Y je torej točka ekstremne nepo-
vezanosti prostora Y , zato je prostor Y po trditvi 2.13 ekstremno nepovezan. □
Vprašamo se, če mora biti prostor ekstremno nepovezan, da ima lahko gost ek-
stremno nepovezan podprostor. Za npr. homogene prostore je to res, na splošno
pa ni nujno. Primer prostora, ki ni ekstremno nepovezan, a ima gost ekstremno
nepovezan podprostor, je Fortov prostor.
Definicija 3.6. Naj bo X neskončna množica in točka p ∈ X. Na množici X
definiramo topologijo τ = {A ⊂ X|p /∈ A} ∪ {A ⊂ X|Ac je končen}. Takemu
topološkemu prostoru pravimo Fortov prostor.
Preverimo, da je (X, τ) res topološki prostor:
1.) Množica ∅ ne vsebuje točke p, zato je množica ∅ ∈ τ .
2.) Množica X ima končen komplement, zato je X ∈ τ .
3.) Za množici A,B ∈ τ lahko velja p /∈ A∩B ali p ∈ A∩B. Če velja p /∈ A∩B
je množica A ∩B ∈ τ . Če pa je točka p element množic A in B, imata obe množici
končen komplement. Množica A ∩ B ima zato tudi končen komplement. Velja, da
je množica A ∩B ∈ τ .
4.) Za odprte množice {Ai}i∈Λ definiramo A :=
⋃︁
i∈ΛAi. Če ima vsaj ena izmed
množic Ai končen komplement, ima tudi množica A končen komplement in je A ∈ τ .
Če pa nobena izmed odprtih množic Ai nima končnega komplementa, nobena ne
vsebuje točke p. Zato množica A ne vsebuje točke p in je množica A ∈ τ .
Torej je τ res topologija na množici X. Pokažimo še, da je X prostor Tihonova.
Za vsako točko x ∈ X je množica X \ {x} odprta, saj ima končen komplement.
Zato so točke zaprte in je prostor Frechetov. Sedaj pokažimo, da prostor X ustreza
tudi aksiomu T4, in je zato normalen. Naj bosta U in V poljubni disjunktni zaprti
podmnožici v X. Ker sta zaprti velja, da sta končni, ali pa vsebujeta točko p.
Množici U in V sta disjunktni, zato lahko največ ena izmed njiju vsebuje točko p,
druga pa mora biti končna. Brez škode za splošnost privzamemo, da je množica U
končna in velja p /∈ U . Tedaj je množica U odprta in zaprta, zato disjunktni odprti
množici U in X \U ostro ločita množici U in V . Prostor X je normalen, zato je po
trditvi 2.6 prostor Tihonova.
Definiramo množico Y = {x ∈ X|x ̸= p} ⊂ X. Pokažimo, da je množica Y gost
podprostor prostora X. Množica {p} ni odprta, vsaka druga podmnožica v prostoru
X pa vsebuje vsaj nek drug element iz množice Y . Torej množica Y seka vse odprte
podmnožice prostora X in je njegov gost podprostor.
Pokažimo še, da prostor X ni ekstremno nepovezan, prostor Y pa je. Naj bosta A
in B disjunktni neskončni množici, ki ne vsebujeta točke p. Tedaj sta odprti. Velja
Cl(A) = A∪{p} in Cl(B) = B∪{p}. Torej je Cl(A)∩Cl(B) = {p}. Če bi bil prostor
X ekstremno nepovezan, bi po trditvi 2.13 moralo veljati Cl(A) ∩ Cl(B) = ∅, zato
prostor X ni ekstremno nepovezan. V prostoru Y pa je vsaka podmnožica odprta,
zato je diskreten in zato tudi ekstremno nepovezan.
Torej ima prostor, ki ni ekstremno nepovezan, res lahko gost ekstremno nepovezan
podprostor. To pa ni res za homogene prostore; za homogen prostor X je njegov
gost podprostor Y ekstremno nepovezan natanko tedaj, ko je prostor X ekstremno
nepovezan. Ponovimo, kdaj je topološki prostor homogen.
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Definicija 3.7. Topološki prostor X je homogen, če za vsaki točki a, b ∈ X obstaja
homeomorfizem φ : X → X, da je φ(a) = b.
Primer homogenega prostora je množica (0, 1) ⊂ R. Nehomogen pa je prostor
[0, 1] ⊂ R, saj točk 0 in 1 ne moremo z nobenim homeomorfizmom preslikati v
nobeno izmed notranjih točk.
Trditev 3.8. Naj bo X homogen prostor, ki ima gost ekstremno nepovezan podpro-
stor. Tedaj je X ekstremno nepovezan.
Dokaz. Naj bo X homogen prostor in Y njegov gost ekstremno nepovezan podpro-
stor. Tedaj so vse točke, ki so element prostora Y , točke ekstremne nepovezanosti
prostora Y . Ker je prostor Y gost podprostor prostora X, so vse točke, ki so element
prostora Y , tudi točke ekstremne nepovezanosti prostora X. Zaradi homogenosti
prostora X so vse točke v X točke ekstremne nepovezanosti prostora X. Prostor X
je zato ekstremno nepovezan. □
Opomba 3.9. Pokazali smo tudi, da je vsak gost podprostor ekstremno nepoveza-
nega prostora ekstremno nepovezan. Zato za homogen prostor velja, da je ekstremno
nepovezan natanko tedaj, ko je ekstremno nepovezan vsak njegov gost podprostor.
Omenimo še izrek, ki je zelo pomemben za ekstremno nepovezane prostore, a ga
zaradi obsežnosti v tem delu ne bomo dokazali. Prvi ga je dokazal Bandlov, povzetek
njegovega dokaza je v viru [3, izrek 3.3.1]. Tudi pri tem privzamemo, da je vsak
prostor prostor Tihonova.
Izrek 3.10. Ne obstaja neskončen kompakten homogen ekstremno nepovezan pro-
stor.
Posledica 3.11. Naj bo X homogen kompakten prostor. Če ima X gost ekstremno
nepovezan podprostor, je X končen.
Dokaz. Naj bo Y gost ekstremno nepovezan podprostor prostoraX. Po trditvi 3.8 je
tedaj prostor X ekstremno nepovezan. Po izreku 3.10 je zato prostor X končen. □
Posledica 3.12. Neskončen ekstremno nepovezan prostor nima homogene kompak-
tifikacije.
Dokaz. Naj bo X neskončen ekstremno nepovezan prostor. Predpostavimo, da ob-
staja njegova homogena kompaktifikacija, označimo jo z Y . Tedaj je Y homogen
kompakten prostor, prostor X je njegov gost ekstremno nepovezan podprostor. Ker
je prostor X neskončen, je prostor Y tudi neskončen. To pa po posledici 3.11 pro-
tislovje, zato takšna kompaktifikacija Y ne obstaja. □
4. Ekstremna nepovezanost in preslikave
V tem poglavju se bomo ukvarjali s homeomorfizmi med ekstremno nepovezanimi
prostori. Dokazali bomo, da če ima homeomorfizem fiksno točko, potem obstaja
okolica te točke, v kateri je vsaka točka fiksna. Našli bomo karakterizacijo, kdaj
ima za množico zveznih funkcij vsaka njena navzgor omejena podmnožica natančno
zgornjo mejo. Pri tem bomo večinoma sledili virom [1], [2, izrek 4.5.1], [5], [6] in
[16].
Lema 4.1. Naj bo X topološki prostor in h : X → X homeomorfizem. Naj bo točka
a ∈ X fiksna točka preslikave h. Tedaj velja natanko ena izmed naslednjih izjav:
i.) Obstaja taka odprta množica U , da je U ∩ h(U) = ∅ in a ∈ Cl(U) ∩Cl(h(U)).
ii.) Obstaja taka odprta okolica O točke a, da za vsako točko x ∈ O velja h(x) = x.
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Dokaz. Naj bo X topološki prostor, preslikava h : X → X homeomorfizem in a nje-
gova fiksna točka. Spomnimo se, da po Zornovi lemi za vsako delno urejeno množico
S, v kateri ima vsaka veriga zgornjo mejo, velja, da ima nek maksimalni element.
Definiramo množico S = {T ⊂ X|h(T ) ∩ T = ∅, množica T je odprta}. Množica
S je neprazna, saj vsebuje element ∅, z relacijo inkluzije je delno urejena množica.
Za vsako verigo {Vi}i∈I definiramo množico V = ∪i∈IVi. Množica V je odprta, saj
je unija odprtih množic. Pokažimo, da velja V ∩ h(V ) = ∅. Predpostavimo, da
obstaja točka o ∈ V ∩h(V ). Tedaj obstaja taka točka p ∈ V , da velja h(p) = o. Ker
sta točki o, p ∈ ∪i∈IVi, morata obstajati množici Vj in Vk, da je o ∈ Vj in p ∈ Vk.
Množice {Vi}i∈I so veriga za relacijo inkluzije, zato velja Vj ⊂ Vk ali pa Vj ⊂ Vk.
Naj bo l indeks tiste od množic Vj in Vk, ki je nadmnožica druge. Tedaj sta točki
o, p ∈ Vl. Zato velja o ∈ Vl∩h(Vl), kar je v protislovju s tem, da je Vl ∈ S. Zato je V
zgornja meja družine {Vi}i∈I . Po Zornovi lemi sedaj v množici S obstaja maksmalni
element W .
Množica W je torej maksimalna odprta množica, za katero je W ∩ h(W ) = ∅.
Ločimo 2 primera: točka a je lahko element množice Cl(W ) ali pa je element množice
X \ Cl(W ).
1.) Točka a je element množice Cl(W ). Velja h(a) = a, zato je točka a ∈
h(Cl(W )). Zaradi zveznosti preslikave h, je h(Cl(W )) ⊂ Cl(h(W )). Množici W
in h(W ) sta odprti, disjunktni in točka a ∈ Cl(W ) ∩ Cl(h(W )), zato je izjava i.)
resnična. Dokažemo še, da izjava ii.) ne more biti resnična. Predpostavimo, da je
resnična, torej da obstaja odprta množica O, da je točka a ∈ O in za vsako točko
y ∈ O velja h(y) = y. Množici O in W sta disjunktni, saj množica W ne vsebuje
nobene fiksne točke. Tedaj je W ⊂ X \O. Množica X \O je zaprta, zato je množica
Cl(W ) ⊂ X \O. Točka a ni element množice X \O, je pa element množice Cl(W ),
zato pridemo do protislovja. Zato ii.) izjava ne drži.
2.) Točka a je element množice X \ Cl(W ). Recimo, da je točka a ∈ Cl(h(W )).
Tedaj je točka a ∈ h−1(Cl(h(W ))), saj je a fiksna točka preslikave h. Tedaj je
a ∈ h−1Cl(h(W )) ⊂ Cl(h−1(h(W ))) = Cl(W ). To pa ni mogoče, saj je točka
a ∈ X \ Cl(W ), zato točka a /∈ Cl(h(W )).
Označimo O1 = X \ Cl(W ), O2 = X \ Cl(h(W )) in O = O1 ∩ O2. Množica O je
odprta okolica točke a, preseka O∩W in O∩h(W ) sta prazna. Definiramo množico
P := h−1(O) ∩O. Množica P je zaradi odprtosti množice O in zveznosti preslikave
h odprta. Velja h(P ) ⊂ O in P ⊂ O. Ločimo dve možnosti: ali za vsako točko
x ∈ P velja h(x) = x, ali pa obstaja točka z ∈ P , da je h(z) ̸= z.
2.1) Za vsako točko x ∈ P velja h(x) = x. Tedaj je množica P odprta okolica toč-
ke a, v kateri je vsaka točka fiksna, ii.) izjava je pravilna. Pokažemo še, da i.) izjava
v tem primeru ne more držati. Predpostavimo, da obstaja taka odprta množica U ,
da velja U ∩ h(U) = ∅ in a ∈ Cl(U) ∩ Cl(h(U)). Ker je točka a ∈ Cl(U), je v vsaki
okolici točke a nek element množice U . Elementi množice U ne morejo biti fiksne
točke preslikave h, saj velja U ∩ h(U) = ∅. Množica P pa je odprta okolica točke a,
torej za vsako točko y ∈ P velja h(y) = y. Torej v množici P ni nobenega elementa
množice U , zato pridemo do protislovja. Izjava i.) ni resnična.
2.2) Obstaja točka z ∈ P , da je h(z) ̸= z. Množici P, h(P ) ⊂ O, zato je točka
z ∈ O in točka h(z) ∈ O. Ker je preslikava h zvezna, lahko najdemo odprto množico
R, da je točka z ∈ R, množica R ⊂ O, množica h(R) ⊂ O in presek R ∩ h(R) = ∅.
Definiramo množico U := W ∩ R. Množica U je odprta, množici U in h(U) sta
disjunktni in množica W ⊊ U , saj je R neprazna podmnožica množice O, ki je
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disjunktna z množico Cl(W ). To je v nasprotju z maksimalnostjo množice W , zato
takšna točka z ∈ P ne more obstajati. □
V ekstremno nepovezanih prostorih ne obstajata množici, ki sta disjunktni in
imata njuni zaprtji neprazen presek. Zato velja, da če je neka točka x fiksna točka
homeomorfizma h topološkega prostora X vase, ima točka x odprto okolico U ⊂ X,
v kateri so vse točke fiksne točke homeomorfizma h.
Trditev 4.2. Naj bo X ekstremno nepovezan prostor, h : X → X homeomorfizem
in točka a ∈ X fiksna točka preslikave h. Potem obstaja odprta množica U , ki je
okolica točke a, da za vsako točko y ∈ U velja h(y) = y.
Dokaz. Prva izjava iz leme 4.1 v ekstremno nepovezanih prostorih ne more veljati,
zato velja druga. □
Zgornja trditev velja tudi, če prostor ni ekstremno nepovezan ampak je samo
točka a točka ekstremne nepovezanosti.
Trditev 4.3. Naj bo h : X → X homeomorfizem iz topološkega prostora X vase,
naj bo a ∈ X točka ekstremne nepovezanosti prostora X in fiksna točka preslikave
h. Tedaj obstaja množica U , ki je odprta okolica točke a, da za vsak y ∈ U velja
h(y) = y .
Dokaz. Kot prej prva izjava iz leme 4.1 po definiciji točke ekstremne nepovezanosti
ne more veljati, zato velja druga. □
Posledica 4.4. Naj bosta f : X → X in g : X → X homeomorfizma topološkega
prostora X vase in naj bo točka a ∈ X točka ekstremne nepovezanosti prostora X,
za katero velja f(a) = g(a). Tedaj obstaja odprta množica U , ki je okolica točke a,
da za vsak y ∈ U velja f(y) = g(y).
Dokaz. Naj bosta f : X → X in g : X → X homeomorfizma in naj za točko a, ki je
točka ekstremne nepovezanosti prostora X, velja f(a) = g(a). Definiramo preslikavo
h = g−1f . Preslikava h je homeomorfizem, saj je kompozitum homeomorfizmov.
Velja h(a) = a. Torej obstaja takšna odprta množica U , ki je okolica točke a, da za
vsak y ∈ U velja h(y) = y . Tedaj za vsak y ∈ U velja f(y) = g(y). □
V vsakem prostoru X je množica fiksnih točk homeomorfizma f : X → X zaprta.
Pokažemo, da je v ekstremno nepovezanih prostorih poleg tega tudi odprta.
Trditev 4.5. Naj bo X ekstremno nepovezan prostor in h : X → X homeomorfizem.
Množica M = {x ∈ X|h(x) = x} je odprta in zaprta v X.
Dokaz. Naj bo X ekstremno nepovezan prostor in preslikava h : X → X homeomor-
fizem. Za prostor X smo privzeli, da je prostor Tihonova, zato je po trditvi 2.8 tudi
Hausdorffov. V vsakem Hausdorffovem prostoru je množica M zaprta. V množici
M je vsaka točka fiksna, zato ima okolico iz fiksnih točk preslikave h. Vsaka točka
v množici M je zato notranja, množica M je odprta in zaprta. □
Definicija 4.6. Naj bosta X in Y topološka prostora. Naj bo f : X → Y zvezna
surjekcija. Če obstaja zvezna preslikava s : Y → X, da je f ◦ s = idY , preslikavi s
pravimo prerez.
Poiščimo primer prereza. Naj bo f : X → Y retrakcija topološkega prostora X
na njegov podprostor Y . Definiramo preslikavo g : Y → X s predpisom g(y) = y.
Tedaj za vsak y ∈ Y velja (f ◦ g)(y) = f(y) = f |Y (y) = y. Preslikava g je zato
prerez za preslikavo f .
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Trditev 4.7. Naj bo X kompakten prostor. Če za vsak kompakten prostor Y in za
vsako zvezno surjektivno preslikavo f : Y → X obstaja zvezen prerez, je prostor X
ekstremno nepovezan.
Dokaz. Naj bo U poljubna odprta podmnožica prostora X. Naj bo Z komplement
množice U . Tedaj je prostor Cl(U) × {0} ∪ Z × {1} kompakten in Hausdorffov.
Definiramo preslikavo f : Cl(U)× {0} ∪ Z × {1} → X, f(x, y) = x. Preslikava f je
zvezna surjekcija. Obstaja prerez s, da je f ◦ s = idX . Cl(U) = s−1(Cl(U) × {0}).
Ker je Cl(U)×{0} odprta podmnožica prostora Cl(U)×{0}∪Z×{1} in je preslikava
s zvezna, je množica Cl(U) odprta podmnožica prostora X. Torej je zaprtje vsake
odprte množice U odprta množica. Prostor X je ekstremno nepovezan. □
Ekstremno nepovezani prostori imajo še eno zanimivo lastnost. Za topološki pro-
stor X in navzgor omejeno podmnožico T delno urejene množice C(X) bomo po-
kazali, da ima množica T natančno zgornjo mejo natanko tedaj, ko je prostor X
ekstremno nepovezan. Sledili bomo predvsem viru [5, poglavje 3N]. Seveda se pri
tem spet omejimo na prostore Tihonova. Najprej ponovimo definicije.
Definicija 4.8. Naj bo X topološki prostor. Množico zveznih preslikav iz prostora
X v prostor R označimo s C(X).
Definicija 4.9. Naj bo X topološki prostor. Na množici C(X) definiramo relacijo
≤ tako, da za preslikavi f, g ∈ C(X) velja f ≤ g natanko tedaj, ko za vsak x ∈ X
velja f(x) ≤ g(x).
Preverimo, da je množica C(X) z relacijo ≤ delno urejena množica.
1.) Za vsako preslikavo f ∈ C(X) in za vsako točko x ∈ X velja f(x) ≤ f(x).
Zato velja f ≤ f . Relacija ≤ je zato refleksivna.
2.) Naj za preslikavi f, g ∈ C(X) velja f ≤ g in g ≤ f . Tedaj za vsak x ∈ X
velja f(x) ≤ g(x) in g(x) ≤ f(x). Zato za vsak x ∈ X velja f(x) = g(x), torej velja
f = g. Relacija ≤ je zato antisimetrična.
3.) Naj za preslikave f, g, h ∈ C(X) velja f ≤ g in g ≤ h. Tedaj za vsak x ∈ X
velja f(x) ≤ g(x) in g(x) ≤ h(x), zato velja f(x) ≤ h(x). Torej velja f ≤ h, relacija
≤ je zato tranzitivna. Množica C(X) je torej z relacijo ≤ res delno urejena množica.
Definicija 4.10. Naj bo S delno urejena množica in T njena podmnožica. Element
s ∈ S je zgornja meja množice T , če za vsak element t ∈ T velja t ≤ s. Če ima
delno urejena množica kakšno zgornjo mejo pravimo, da je navzgor omejena.
Definicija 4.11. Naj bo S delno urejena množica in T njena podmnožica. Element
u ∈ S je natančna zgornja meja množice T , če je njena zgornja meja in če za vsako
drugo zgornjo mejo v množice T velja u ≤ v.
Sedaj lahko pokažemo še eno ekvivalentno definicijo ekstremne nepovezanosti pro-
stora X.
Trditev 4.12. Naj bo X topološki prostor. Prostor X je ekstremno nepovezan
natanko tedaj, ko ima vsaka navzgor omejena podmnožica množice C(X) natančno
zgornjo mejo.
Dokaz. Najprej dokažemo implikacijo v levo. Naj bo X topološki prostor in naj za
vsako navzgor omejeno podmnožico množice C(X) obstaja njena natančna zgornja
meja. Naj bosta U in V disjunktni odprti podmnožici v X, pokazali bomo, da
sta njuni zaprtji disjunktni. Definiramo množico B = {f ∈ C(X)| za vsak x ∈
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X je f(x) ≤ 1 in f |X\V = 0}. Množica B je navzgor omejena s preslikavo f1 ∈ C(X)
s predpisom f1(x) = 1. Je neprazna, saj vsebuje preslikavo f2 ∈ C(X) s predpisom
f2(x) = 0. Zato po predpostavki obstaja g ∈ C(X) natančna zgornja meja množice
B. Pokazali bomo, da velja g|V = 1 in g|X\Cl(V ) = 0.
1.) Izberemo točko x ∈ V . Preslikava f1 je zgornja meja množice B, zato velja
g ≤ f1, zato je g(x) ≤ f1(x) = 1. Ker je X prostor Tihonova, lahko za točko x in
zaprto množico X \ V najdemo zvezno preslikavo f3 : X → [0, 1], da je f3(x) = 1,
in da velja f3|X\V = 0. Velja, da je preslikava f3 ∈ B. Preslikava g je zgornja
meja množice B, zato mora veljati f3 ≤ g. Tedaj velja 1 = f3(x) ≤ g(x). Torej je
1 ≤ g(x) ≤ 1, zato velja g(x) = 1.
2.) Sedaj izberemo točko x ∈ X \ Cl(V ). Ker je X prostor Tihonova in Cl(V )
zaprta množica, obstaja zvezna preslikava f4 : X → [0, 1], da je f4(x) = 0 in da
velja f4|Cl(V ) = 1. Preslikava f4 je zgornja meja množice B, saj velja f4|V = 1 in
f4|X\V ≥ 0. Za natančno zgornjo mejo g velja g ≤ f4, zato je g(x) ≤ f4(x) = 0.
Preslikava f2 je element množice B, zato velja f2 ≤ g, zato velja 0 = f2(x) ≤ g(x).
Zato je 0 ≤ g(x) ≤ 0, zato velja g(x) = 0.
Torej za preslikavo g res velja g|V = 1 in g|X\Cl(V ) = 0. Zato je V ⊂ g−1({1})
in U ⊂ X \ Cl(V ) ⊂ g−1({0}). Množici g−1({1}) in g−1({0}) sta zaradi zveznosti
preslikave g zaprti. Velja V ⊂ Cl(V ) ⊂ g−1({1}) in U ⊂ Cl(U) ⊂ g−1({0}), zato je
Cl(U) ∩ Cl(V ) = ∅. Prostor X je ekstremno nepovezan.
Pokažimo še implikacijo v desno. Naj bo X ekstremno nepovezan prostor in naj
bo množica F = {fλ ∈ C(X)|λ ∈ Λ} navzgor omejena podmnožica delno urejene
množice C(X). Tedaj ima množica F vsaj eno zgornjo mejo h ∈ C(X). Za vsak
r ∈ R definiramo množico U r = Cl(⋃︁λ∈Λ{x ∈ X|fλ(x) > r}). Za a, b ∈ R, za katera
je a ≥ b, velja Ua = Cl(⋃︁λ∈Λ{x ∈ X|fλ(x) > a}) ⊂ Cl(⋃︁λ∈Λ{x ∈ X|fλ(x) > b}) =
U b.
Pokažimo, da so množice U r odprte. Za vsak λ ∈ Λ in vsak r ∈ R je množica {x ∈
X|fλ(x) > r} enaka množici f−1λ ((r,∞)). Množica f−1λ ((r,∞)) je praslika odprte
množice z zvezno preslikavo fλ, zato je odprta. Množica
⋃︁
λ∈Λ{x ∈ X|fλ(x) > r}
je unija odprtih množic, zato je odprta. Množica Cl(
⋃︁
λ∈Λ{x ∈ X|fλ(x) > r}) pa
je zaprtje odprte množice v ekstremno nepovezanem prostoru, zato je odprta. Vse
množice U r so torej odprte in zaprte.
Za vsak x ∈ X definiramo preslikavo f(x) = sup{r ∈ R|x ∈ U r}. Pokazali bomo,
da je preslikava f dobro definirana, zvezna in da je natančna zgornja meja družine
F .
1.) Pokažimo, da je preslikava f dobro definirana. Naj bo točka y ∈ X. Preslikava
h je zgornja meja družine F . Zato velja U r = Cl(
⋃︁
λ∈Λ{x ∈ X|fλ(x) > r}) ⊂
Cl({x ∈ X|h(x) > r}). Naj bo i = h(y) + 1. Tedaj velja y /∈ Cl({x ∈ X|h(x) > i}.
Množica [h(y)+1,∞) je zaprta v R. Zato velja, da je množica h−1([h(y)+1,∞)) ⊂ X
in ne vsebuje točke y. Točka y ima zato tako odprto okolico W , da za w ∈ W velja
h(w) /∈ [h(y) + 1,∞). Zato velja y /∈ Cl({x ∈ X|h(x) > i}), zato velja y /∈ Uh(y)+1.
Podobno je za vsak r ≥ h(y)+1 točka y /∈ U r. Množica {r ∈ R|y ∈ U r} je neprazna
podmnožica v R, ki je navzgor omejena s h(y) + 1, zato ima supremum. Preslikava
f je zato dobro definirana.
2.) Pokažimo, da je preslikava f zvezna. Najprej pokažimo, da za vsak s ∈ R
velja, da iz x ∈ U s sledi f(x) ≥ s, in da iz f(x) > s sledi x ∈ U s. Če je x ∈ U s,
velja s ∈ {r ∈ R|x ∈ U r}, zato je f(x) ≥ s.
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Če pa je f(x) > s, obstaja p ∈ {r ∈ R|x ∈ U r}, da velja p > s, sicer bi moral biti
s = sup{r ∈ R|x ∈ U r}, kar pa ni mogoče. Velja x ∈ Up ⊃ U s, zato je x ∈ U s.
Naj bo (a, b) bazična odprta podmnožica v R in naj bo y ∈ f−1((a, b)). Pokazali
bomo, da ima točka y odprto okolico W , da velja W ⊂ f−1((a, b)). Vemo, da
obstajata točki c, d ∈ R, da velja c < d, [c, d] ⊂ (a, b) in da je f(y) ∈ [c, d]. Naj
bo množica W = U c ∩ (X \ Ud). Množica W je odprta okolica točke y. Za vsak
z ∈ U c velja f(z) ≥ c. Za vsak t ∈ U c bi, če bi veljalo f(t) > d, veljalo tudi
x ∈ Ud, kar pa ni mogoče. Zato za vsak t ∈ U c velja f(t) ≤ d. Torej za vsak
w ∈ W velja f(w) ∈ [c, d], zato velja f(W ) ⊂ (a, b). Torej ima točka y v množici
f−1((a, b)) odprto okolico W . Zato je vsaka točka v množici f−1((a, b)) notranja,
zato je množica odprta. Preslikava f je zvezna.
3.) Pokažimo, da je preslikava f natančna zgornja meja družine F . Najprej
pokažimo, da za vsak fλ ∈ F velja fλ ≤ f . Predpostavimo, da za nek λ ∈ Λ in nek
x ∈ X velja fλ(x) > f(x) . Tedaj obstaja tak t ∈ R, da velja fλ(x) > t > f(x).
Velja x ∈ {x ∈ X|fλ(x) > t}, zato je x ∈ U t, zato je t ∈ {r ∈ R|x ∈ U r}. Velja
sup{r ∈ R|x ∈ U r} < t. To pa ni mogoče, zato pridemo do protislovja. Preslikava f
je zgornja meja množice F . Pokažimo še, da za vsako drugo zgornjo mejo g množice
F velja f ≤ g. Ker je preslikava g zgornja meja množice F , za vsak λ ∈ Λ velja
g ≥ fλ.
Predpostavimo, da za nek x ∈ X velja g(x) < f(x) = sup{r ∈ R|x ∈ U r}.
Tedaj obstaja z ∈ R, da velja g(x) < z < sup{r ∈ R|x ∈ U r}. Množica (−∞, z)
je odprta in preslikava g je zvezna. Zato obstaja odprta okolica V točke x, da je
g(V ) ⊂ (−∞, z). Tedaj za vsak λ ∈ Λ velja fλ(V ) ⊂ (−∞, z). Za vsak v ∈ V velja
v /∈ ⋃︁λ∈Λ{x ∈ X|fλ(x) > z}. Torej ima x odprto okolico V , da velja V ∩ (⋃︁λ∈Λ{x ∈
X|fλ(x) > z}) = ∅. Zato velja x /∈
⋃︁
λ∈Λ{x ∈ X|fλ(x) > z} = U z. V prejšnji točki
pa smo pokazali, da iz f(x) > z sledi, da je x ∈ U z. Pridemo do protislovja, zato za
noben x ne velja g(x) < f(x). Preslikava f je res natančna zgornja meja množice
F .
Poljubna navzgor omejena podmnožica F množice C(X) res ima natančno zgornjo
mejo. □
5. Ekstremna nepovezanost in topološke grupe, kolobarji ter polja
V tem poglavju bomo opisali nekaj lastnosti topoloških grup, polj in kolobarjev.
Pokazali bomo, da je topološka grupaG diskretna natanko tedaj, ko je produktG×G
ekstremno nepovezan. Vsa ekstremno nepovezana topološka polja so diskretna. Pri
tem bomo sledili viru [1].
5.1. Topološke grupe. Najprej definiramo topološke grupe.
Definicija 5.1. Topološka grupa G je množica, ki je s topologijo τ topološki prostor,
z operacijo ∗ pa grupa. Topologija in operacija morata biti usklajeni tako, da sta
preslikavi
ν : G×G→ G, (x, y) ↦→ x ∗ y,
ι : G→ G, x ↦→ x−1,
zvezni. Pri tem prostor G×G opremimo s produktno topologijo.
Za vsak element topološke grupe definiramo levo in desno translacijo.
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Definicija 5.2. Naj bo G topološka grupa in naj bo točka a ∈ G. Leva translacija je
preslikava La : G→ G, ki je za vsako točko g ∈ G določena s predpisom La(g) = a∗g.
Desna translacija pa je preslikava Da : G→ G, ki je za vsako točko g ∈ G določena
s predpisom Da(g) = g ∗ a.
Trditev 5.3. Leva in desna translacija sta homeomorfizma.
Dokaz. Naj bo G topološka grupa in element a ∈ G. Preverimo, da je preslikava La
zvezna in da ima zvezen inverz.
1.) Preslikava La je zvezna zaradi zveznosti preslikave ν.
2.) Točka a ∈ G ima inverz a−1 ∈ G. Za vsak element x ∈ G velja La−1(La(x)) =
La−1(a∗x) = a−1∗(a∗x) = x. Preslikava La−1 je torej inverz preslikave La. Preslikava
La−1 je zvezna zaradi zveznosti preslikave ν.
Iz enakih razlogov je homeomorfizem tudi preslikava Da. □
Posledica 5.4. Vsaka topološka grupa je homogena.
Dokaz. Naj bo G topološka grupa in a, b ∈ G poljubni točki. Poiskati moramo
homeomorfizem, ki točko a preslika v točko b. Definiramo element x = b∗a−1. Tedaj
je Lx(a) = x ∗ a = b ∗ a−1 ∗ a = b. Preslikava Lx je po trditvi 5.3 homeomorfizem.
Homeomorfizem Lx točko a preslika v točko b, zato je topološka grupa G homogena.
□
Ker so topološke grupe homogene, zanje veljajo izreki, ki smo jih dokazali za ho-
mogene prostore. Za topološko grupo G velja, da je ekstremno nepovezana natanko
tedaj, ko je ekstremno nepovezan vsak njen gost podprostor. Neskončna kompaktna
ekstremno nepovezana topološka grupa ne obstaja.
Trditev 5.5. Topološka grupa G je diskretna natanko tedaj, ko je produkt G × G
ekstremno nepovezan.
Dokaz. Najprej dokažemo implikacijo v desno. Naj bo G diskretna topološka grupa.
Prostor G×G je produkt dveh diskretnih prostorov, zato je diskreten, vsak diskreten
prostor pa je ekstremno nepovezan.
Dokažimo še implikacijo v levo. Naj bo G topološka grupa in produkt G × G
ekstremno nepovezan prostor. Pokazali bomo, da je enota {e} odprta v prostoru
G. Predpostavimo, da množica {e} ni odprta. Definiramo preslikavo h : G × G →
G × G s predpisom h(x, y) = (x, x−1 ∗ y). Preslikava h je homeomorfizem, velja
h(e, e) = (e, e). Tedaj po trditvi 4.2 obstaja množica U ⊂ G × G, ki je odprta
okolica točke (e, e) in za vsako točko (a, b) ∈ U velja h(a, b) = (a, b). Množica
{V1 × V2|V1 in V2 sta odprti podmnožici v G} je baza topologije v prostoru G×G.
Zato obstajata odprti množici U1, U2 ⊂ G, da velja U1 × U2 ⊂ U in je točka (e, e) ∈
U1 × U2. Množica {e} ni odprta v G, zato v množici U1 obstaja od e različna točka
y. Tedaj je točka (y, e) ∈ U . Velja h(y, e) = (y, y−1) ̸= (y, e), saj inverz elementa y
ne more biti enak enoti e. To pa je v protislovju s tem, da je vsaka točka v množici
U fiksna točka preslikave h. Zato je množica {e} odprta v prostoru G.
Ker je topološka grupa G homogena, za vsako točko a ∈ G obstaja homeomor-
fizem, ki enoto e preslika v točko a. Množica {a} je tedaj slika odprte množice,
zato je odprta v prostoru G. Vse točke v prostoru G so odprte, zato je G diskreten
prostor. □
18
5.2. Topološki kolobarji in polja. Na podoben način kot topološke grupe defi-
niramo topološka polja in kolobarje. V tem podpoglavju bomo pokazali, da nedis-
kretno topološko polje ne more biti ekstremno nepovezano. Pri definicijah sledimo
viroma [17] in [18], pri primerih topološkega kolobarja pa viru [6, str. 39].
Definicija 5.6. Topološki kolobar K je množica, ki je s topologijo τ topološki pro-
stor, z operacijama + in ∗ pa kolobar. Topologija in operaciji morajo biti usklajene
tako, da sta preslikavi
µ : K ×K → K, (a, b) ↦→ a+ b,
ξ : K ×K → K, (a, b) ↦→ a ∗ b,
zvezni. Pri tem prostor K ×K opremimo s produktno topologijo.
Z 1 bomo označili enoto za množenje, z 0 pa enoto za seštevanje.
Pri topoloških grupah smo morali preveriti zveznost inverza. Ker pa je v kolobarju
inverz za seštevanje vsakega elementa on sam, pomnožen z elementom −1, je dovolj
zahtevati zveznost preslikave ξ. Če je (K,+, ∗) topološki kolobar, je tako (K,+)
topološka grupa.
Primera topološkega kolobarja sta:
• prostor (R,+, ∗) z evklidsko topologijo,
• prostor (C[0, 1],+, ∗) s topologijo enakomerne konvergence.
Pri prvem primeru že vemo, da je prostor (R,+, ∗) kolobar, in da sta operaciji
množenja in seštevanja v evklidski topologiji zvezni. Preverimo, da je topološki
kolobar tudi drugi prostor. Na množici zveznih preslikav C[0, 1] za vsaki preslikavi
f, g ∈ C[0, 1] za vsak x ∈ [0, 1] definiramo operaciji + in ∗ s predpisoma (f+g)(x) =
f(x)+g(x) in (f ∗g)(x) = f(x)g(x). Vemo, da je s tema operacijama množica C[0, 1]
kolobar. Topologijo enakomerne konvergence na množici C[0, 1] smo definirali z bazo
B = {U(f, r)|f ∈ C[0, 1], r ∈ R, r > 0}. Pri tem množice U(f, r) definiramo kot
U(f, r) = {g ∈ C[0, 1]|maxx∈[0,1] d(f(x), g(x)) < r}. Pokažemo, da sta preslikavi
µ(f, g) = f + g in ξ(f, g) = f ∗ g zvezni.
1.) Izberemo poljubno bazično okolico U(k, p) v prostoru C[0, 1]. Njeno prasliko s
preslikavo µ označimo V = µ−1(U(k, p)). Naj bo (f, g) točka v množici V . Pokazali
bomo, da obstaja taka odprta okolica W točke (f, g), da je W ⊂ V . Naj bo h =
µ(f, g) = f + g. Velja h ∈ U(k, p). Tedaj obstaja tak r ∈ R, da velja U(h, r) ⊂
U(k, p). Definiramo množico W = U(f, r
3
) × U(g, r
3
). Izberemo poljubno točko
(f1, g1) ∈ W . Tedaj velja maxx∈[0,1] |f(x)−f1(x)| < r3 in maxx∈[0,1] |g(x)−g1(x)| < r3 .
Velja
max
x∈[0,1]
|h(x)− µ(f1, g1)(x)| = max
x∈[0,1]
|f(x) + g(x)− f1(x)− g1(x)|
≤ max
x∈[0,1]
|f(x)− f1(x)|+ max
x∈[0,1]
|g(x)− g1(x)| < r
3
+
r
3
< r.
Zato velja µ(f1, g1) ∈ U(h, r) ⊂ U(k, p). Vsaka točka v odprti množici W je
vsebovana v množici V , zato velja W ⊂ V . Preslikava µ je zvezna.
2.) Zopet izberemo poljubno bazično okolico U(k, p) v prostoru C[0, 1], njeno
prasliko s preslikavo ξ označimo z V in izberemo točko (f, g) ∈ V . Naj bo h =
ξ(f, g) = f ∗ g. Tedaj obstaja tak r ∈ R, da velja U(h, r) ⊂ U(k, p). Naj bo
s =
r
2(maxx∈[0,1] |f(x)|+maxx∈[0,1] |g(x)|+ r) .
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Definiramo množico W = U(f, s) × U(g, s). Izberemo poljubno točko (f1, g1) iz
množice W . Tedaj velja maxx∈[0,1] |f(x) − f1(x)| < s in maxx∈[0,1] |g(x) − g1(x)| <
s < r. Velja
max
x∈[0,1]
|h(x)− ξ(f1, h1)(x)| = max
x∈[0,1]
|f(x)g(x)− f1(x)g1(x)|
= max
x∈[0,1]
|(f(x)− f1(x))g(x) + (f(x)− f1(x))(g(x)− g1(x)) + f(x)(g(x)− g1(x))|
≤ max
x∈[0,1]
|f(x)− f1(x)| max
x∈[0,1]
|g(x)|+ max
x∈[0,1]
|f(x)− f1(x)| max
x∈[0,1]
|g(x)− g1(x)|+
max
x∈[0,1]
|f(x)| max
x∈[0,1]
|g(x)− g1(x)|
≤ s max
x∈[0,1]
|g(x)|+ s max
x∈[0,1]
|g(x)− g1(x)|+ s max
x∈[0,1]
|f(x)− f1(x)|
≤ s(max
x∈[0,1]
|g(x)|+ r + max
x∈[0,1]
|f(x)|) ≤ r
2
< r.
Zato velja ξ(f1, g1) ∈ U(h, r) ⊂ U(k, p). Vsaka točka v množici V ima odprto
okolico W , za katero velja W ⊂ V , zato je množica V odprta in preslikava ξ zvezna.
Prostor (C[0, 1],+, ∗) s topologijo enakomerne konvergence je res topološki kolo-
bar.
Definicija 5.7. Topološko polje P je množica, ki je s topologijo τ topološki prostor,
z operacijama + in ∗ pa polje. Topologija in operacije morajo biti usklajene tako,
da so preslikave
µ : P × P → P, (a, b) ↦→ a+ b,
ξ : P × P → P, (a, b) ↦→ a ∗ b,
i : P \ {0} → P \ {0}, a ↦→ a−1,
zvezne. Pri tem prostor P × P opremimo s produktno topologijo.
Vsako topološko polje je tudi topološki kolobar. Od zgornjih primerov je prostor
(R,+, ∗) z evklidsko topologijo tudi topološko polje, prostor (C[0, 1],+, ∗) pa ne.
Če je (P,+, ∗) topološko polje, sta podobno kot prej prostora (P,+) in (P \ {0}, ∗)
topološki grupi.
Trditev 5.8. Naj bo K ekstremno nepovezan topološki kolobar, ki nima deliteljev
niča. Naj obstaja element c ∈ K, ki ima inverz c−1 ∈ K, da velja c ̸= 1. Tedaj je
topološki kolobar K diskreten.
Dokaz. Naj bo K ekstremno nepovezan topološki kolobar brez deliteljev niča. Naj
obstaja neničelen element c ∈ K, ki ni enak 1, in ima inverz c−1 ∈ K. Definiramo
preslikavo mc : K → K s predpisom mc(x) = c ∗ x za vsak x ∈ K. Pokažimo, da je
preslikava mc homeomorfizem. Preslikava mc je zvezna zaradi zveznosti množenja v
topološkem kolobarju. Definiramo preslikavo mc−1 : K → K, mc−1(x) = c−1 ∗ x. Za
vsak x ∈ K veljamc−1(mc(x)) = mc−1(c∗x) = c−1∗c∗x = x. Torej je preslikavamc−1
inverz preslikave mc, preslikava mc−1 je zaradi zveznosti množenja zvezna. Torej je
preslikava mc homeomorfizem. Velja mc(0) = c ∗ 0 = 0. Točka 0 je fiksna točka
homeomorfizma mc, zato ima po trditvi 4.2 odprto okolico U , da za vsak y ∈ U
velja mc(y) = y.
Izberimo točko d ∈ U . Velja mc(d) = c ∗ d. Hkrati pa, ker je točka d ∈ U , velja
mc(d) = d. Zato velja (c− 1) ∗ d = 0. Ker smo vzeli element c , ki ni enak 1 in ker
element 0 v kolobarju K nima deliteljev, mora biti element d = 0.
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Torej odprta množica U vsebuje le element 0, zato je množica {0} odprta.
Na (K,+) pa lahko gledamo kot na topološko grupo. Ker je topološka grupa
homogena in je množica {0} odprta, je odprta vsaka enoelementna podmnožica v
K. Prostor K je diskreten. □
Posledica 5.9. Vsako ekstremno nepovezano topološko polje je diskretno.
Dokaz. Naj bo P ekstremno nepovezano topološko polje. Vsako topološko polje je
topološki kolobar brez deliteljev niča, v katerem je vsak neničelen element obrnljiv.
Če ima vsaj 3 elemente, je med njimi nek element c, da velja c ̸= 0 in c ̸= 1, ki ima
inverz. Zato je po trditvi 5.8 topološko polje P diskretno.
Če ima polje manj kot 3 elemente, pa je diskretno, saj je končen Frechetov prostor.
□
6. Ekstremna nepovezanost in Stone-Čechova kompaktifikacija
V tem poglavju definiramo Stone-Čechovo kompaktifikacijo in pokažemo eno iz-
med možnih konstrukcij te kompaktifikacije za diskretne prostore. S pomočjo Stone-
Čechove kompaktifikacije poiščemo primer ekstremno nepovezanega prostora Tiho-
nova (npr. Stone-Čechova kompaktifikacija množice N). Pri tem bomo sledili viroma
[11] in [12, poglavje 14.1].
Definicija 6.1. Stone-Čechova kompaktifikacija topološkega prostora X je kompak-
ten Hausdorffov prostor βX skupaj z vložitvijo i : X ↪→ βX, tako da je prostor i(X)
gost podprostor prostora βX, in da preslikava i ustreza univerzalni lastnosti: za
vsak kompakten Hausdorffov prostor C in za vsako zvezno preslikavo f : X → C
obstaja natanko ena takšna zvezna preslikava ˆ︁f : βX → C, da velja f = ˆ︁f ◦ i.
Slika 1. Diagram Stone-Čechove kompaktifikacije.
Trditev 6.2. Naj bo X topološki prostor in βX njegova Stone-Čechova kompaktifi-
kacija. Prostor X je ekstremno nepovezan natanko tedaj, ko je ekstremno nepovezan
prostor βX.
Dokaz. Najprej dokažemo implikacijo v desno. Naj bo X ekstremno nepovezan pro-
stor, βX njegova Stone-Čechova kompaktifikacija in i : X → βX vložitev prostora
X v βX. Izberemo poljubni neprazni disjunktni odprti množici U, V ⊂ βX. Poka-
žimo, da je presek Cl(U)∩Cl(V ) = ∅. Tedaj je po trditvi 2.13 prostor βX ekstremno
nepovezan.
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Definiramo množici A = U ∩ i(X) in B = V ∩ i(X). Množici A in B sta odprti
podmnožici prostora i(X). Ker je prostor i(X) gost v βX, sta množici A in B
neprazni. Množici A in B sta tudi disjunktni, prostor i(X) je ekstremno nepovezan,
zato je presek Cli(X)(A)∩Cli(X)(B) = ∅. Definiramo preslikavo u : i(X)→ [0, 1] ⊂ R
s predpisom
u(x) =
{︄
1 ;x ∈ Cli(X)(A)
0 ;x /∈ Cli(X)(A) .
Naj bo W odprta podmnožica množice [0, 1]. Za množico u−1(W ) velja
u−1(W ) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
∅ ; 1 /∈ W ∧ 0 /∈ W
Cli(X)A ; 1 ∈ W ∧ 0 /∈ W
i(X) \ Cli(X)A ; 1 /∈ W ∧ 0 ∈ W
i(X) ; 1 ∈ W ∧ 0 ∈ W .
Zaradi ekstremne nepovezanosti prostora i(X) sta množici Cl(A) in X \ Cl(A)
odprti. Zato je praslika poljubne odprte množice odprta in je preslikava u zvezna.
Množica [0, 1] ⊂ R je kompaktna in Hausdorffova, zato po univerzalni lastnosti
obstaja zvezna preslikava ˆ︁u : βX → [0, 1], da velja u = ˆ︁u ◦ i. Tedaj je ˆ︁u|A = 1 inˆ︁u|B = 0. Velja A ⊂ ˆ︁u−1({1}). Ker je i(X) gosta podmnožica prostora β(X) in je
množica U odprta v β(X), je množica A gosta v množici U .
Zato je za vsako točko u ∈ U v vsaki njeni odprti okolici vsebovan nek element
množice A. Zato velja U ⊂ Clβ(X)A. Množica ˆ︁u−1({1}) je zaprta, zato velja U ⊂
Clβ(X)A ⊂ ˆ︁u−1({1}), torej velja tudi Cl(U) ⊂ ˆ︁u−1({1}). Podobno dokažemo, da
velja Cl(V ) ⊂ ˆ︁u−1({0}). Torej sta zaprtji poljubnih odprtih podmnožic U in V v
prostoru βX res disjunktni.
Implikacija v levo drži, saj je X gost podprostor prostora βX in je ekstremna
nepovezanost po trditvi 3.5 dedna na goste podprostore. □
V zgornji trditvi smo spet predpostavili, da je X prostor Tihonova. Takšni pro-
stori so tudi edini, ki imajo lahko Stone-Čechovo kompaktifikacijo. Če je namreč
prostor βX Stone-Čechova kompaktifikacija prostora X, je prostor βX kompakten
in Hausdorffov, zato je normalen. V tretjem poglavju smo pokazali, da je vsak nor-
malen prostor tudi prostor Tihonova, zato je βX prostor Tihonova. Po trditvi 2.4
mora biti zato tudi prostor X prostor Tihonova.
V drugem poglavju smo pokazali, da so diskretni prostori primeri ekstremno nepo-
vezanih prostorov. Ker pa so pri ekstremno nepovezanih prostorih prostori Tihonova
še posebnega pomena, bi radi našli tudi kakšen ekstremno nepovezan prostor Tiho-
nova, ki ni diskreten. Za neskončen diskreten prostor D po izreku 3.12 velja, da
njegova kompaktifikacija βD, če obstaja, ni homogena, zato tudi ni diskretna. Po
izreku 6.2 pa je βD, če obstaja, ekstremno nepovezana. Če torej pokažemo obstoj
Stone-Čechove kompaktifikacije za neskončen diskreten prostor D, dobimo primer
nediskretnega ekstremno nepovezanega prostora Tihonova.
6.1. Konstrukcija Stone-Čechove kompaktifikacije diskretnih prostorov z
ultrafiltri. V tem podpoglavju pokažemo en način konstrukcije Stone-Čechove kom-
paktifikacije za diskretne prostore z uporabo ultrafiltrov. V celem podpoglavju bomo
z D označevali diskreten topološki prostor. Sledili bomo virom [7], [9], [10], [13, po-
glavje 2], [15] in [19].
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Definicija 6.3. Naj bo D množica. Množica p ⊂ P(D) podmnožic prostora D je
ultrafilter na množici D, če ustreza naslednjim pogojem:
(1) Za vsako množico A ⊂ D je natanko ena izmed množic A in Ac vsebovana v
množici p.
(2) Če je množica A ∈ p in za množico B ⊂ D velja A ⊂ B ⊂ D, je množica
B ∈ p.
(3) Če sta množici A,B ∈ p, je tudi njun presek A ∩B ∈ p.
Primer ultrafiltra je za vsako točko x ∈ D množica px = {A ⊂ D|x ∈ A}. To je
res ultrafilter, saj:
Slika 2. Siva množica je primer p1 ultrafiltra na množici {1, 2, 3, 4}.
(1) Za vsako množico A ⊂ D natanko ena izmed množic A in Ac vsebuje element
x, zato je natanko ena izmed njiju vsebovana v množici {A ⊂ D|x ∈ A}.
(2) Če je množica B ∈ {A ⊂ D|x ∈ A} in velja B ⊂ C ⊂ D, je točka x ∈ B in
zato velja x ∈ C, zato je C ∈ {A ⊂ D|x ∈ A}.
(3) Če sta množici B,C ∈ {A ⊂ D|x ∈ A}, je točka x ∈ B in x ∈ C. Zato velja
x ∈ B ∩ C, zato je množica B ∩ C ∈ {A ⊂ D|x ∈ A}.
Takim ultrafiltrom pravimo glavni ultrafiltri, označimo jih s px = {A ⊂ D|x ∈ A}.
Primer takšnega ultrafiltra lahko prikažemo na množici s štirimi elementi.
Množico {1, 2, 3, 4} in njene podmnožice predstavimo s Hassejevim diagramom,
kjer sta množici A in B povezani tako, da je množica A pod množico B natanko
tedaj, ko je množica A ⊂ B, in ne obstaja množica C, da bi veljalo A ⊂ C ⊂ B,
C ̸= A in C ̸= B. Poglejmo si primer ultrafiltra na tej množici.
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Najprej za diskreten prostor definiramo topologijo na množici vseh ultrafiltrov.
Kasneje bomo pokazali, da prostor vseh ultrafiltrov na množici D ustreza zahtevam
za Stone-Čechovo kompaktifikacijo diskretnega prostora D.
Definicija 6.4. Množico vseh ultrafiltrov na množici D označimo z U(D).
Definicija 6.5. Na množici U(D) definiramo topologijo z bazo B = {FS|S ⊂ D},
kjer je množica FS = {p ∈ U(D)|S ∈ p}.
Bazične odprte množice so torej množice vseh ultrafiltrov, ki vsebujejo isto mno-
žico. Med njimi je tudi množica F∅. Vsak ultrafilter na množici D vsebuje množico
D. Zato po definiciji ultrafiltra noben ne vsebuje prazne množice, ki je komplement
množice D. Torej velja F∅ = ∅.
Pokažimo, da množica B ustreza zahtevam za bazo topologije na prostoru U(D).
Trditev 6.6. Množica B je baza topologije na množici U(D).
Dokaz. Preverimo, da je množica B pokritje množice U(D), in da za poljubni množici
FS, FT ∈ B velja, da je presek FS ∩ FT ∈ B.
(1) Za vsak ultrafilter p ∈ U(D) velja, da je množica D ∈ p, saj je nadmnožica
vsake podmnožice prostora D. Zato je množica FD = {p ∈ U(D)|D ∈ p} = U(D).
Elementi množice B so pokritje prostora U(D).
(2) Vzemimo množici S, T ⊂ D in množici ultrafiltrov FS, FT ∈ B. Velja, da je
presek FS ∩ FT = {p ∈ U(D)|S ∈ p} ∩ {p ∈ U(D)|T ∈ p} = {p ∈ U(D)|S ∈ p ∧ T ∈
p}. Po definiciji ultrafiltrov velja, da če je množica S ∈ p in množica T ∈ p potem
velja, da je množica S ∩ T ∈ p. Po definiciji ultrafiltra tudi velja, da če je množica
S ∩ T ∈ p, sta tudi množici S ⊃ S ∩ T in T ⊃ S ∩ T elementa ultrafiltra p. Zato
velja FS ∩ FT = {p ∈ U(D)|S ∈ p ∧ T ∈ p} = {p ∈ U(D)|S ∩ T ∈ p} = FS∩T .
Množica FS∩T je element baze B.
Torej je množica B res baza topologije na množici U(D) □
Sedaj definiramo še preslikavo, ki bo igrala vlogo vložitve prostora D v βD.
Definicija 6.7. Naj bo D topološki prostor in U(D) prostor ultrafiltrov na njem.
Definiramo preslikavo i : D → U(D) s predpisom i(x) = px za vsako točko x ∈ D.
Trditev 6.8. Preslikava i : D ↪→ U(D) je vložitev.
Dokaz. Naj bo D diskreten topološki prostor. Pokažemo, da je preslikava i injek-
tivna, zvezna in odprta.
(1) Naj za različni točki x, y ∈ D velja i(x) = i(y). Tedaj velja px = py. Ultrafilter
px vsebuje množico {x}. Velja, da je množica D \ {y} ⊃ {x}, zato ultrafilter px po
definiciji ultrafiltra vsebuje tudi množico D \ {y}. Torej velja {y} /∈ px in {y} ∈ Py.
Pridemo do protislovja, preslikava i je injektivna.
(2) Prostor D je diskreten, zato je preslikava i zvezna.
(3) Odprtost preverimo na množici BD = {{x}|x ∈ D}, ki je baza odprtih množic
prostora D. Velja, da je slika i({x}) = {px}. Ultrafilter px je edini ultrafilter, ki
vsebuje množico {x}. Zato je množica i({x}) = {px} = {p ∈ U(D)|{x} ∈ p} =
F{x} ∈ B. Preslikava i je zato odprta. □
Trditev 6.9. Naj bo D diskreten prostor, i(D) slika množice D pri preslikavi i
in U(D) množica ultrafiltrov na množici D. Tedaj je prostor i(D) gost v prostoru
U(D).
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Dokaz. Pokažemo, da v vsaki neprazni bazični odprti množici v U(D) obstaja nek
element množice i(D). Naj bo za neprazno množico S ∈ D množica FS ⊂ U(D)
bazična odprta okolica. Iz množice S izberemo poljuben element x ∈ S. Ker je
množica {x} ⊂ S, je množica S ∈ px, zato je px ∈ Fs. V vsaki bazični okolici v
prostoru U(D) smo torej našli nek element množice i(D). □
Trditev 6.10. Prostor U(D) je Hausdorffov.
Dokaz. Naj bo D topološki prostor in U(D) prostor ultrafiltrov na njem. Izberemo
poljubna različna elementa p1, p2 ∈ U(D). Ker sta ultrafiltra p1 in p2 različna
elementa, lahko izberemo množico S ∈ p1, da velja S /∈ p2. Tedaj po definiciji
ultrafiltra velja, da je množica Sc ∈ p2. Poglejmo odprti množici FS in FSc . Velja
FS ∩ FSc = {p ∈ U(D)|S ∈ p ∧ Sc ∈ p} = ∅. Torej smo za poljubna elementa našli
disjunktni odprti množici FS in FSc , ki ju ločita. Prostor U(D) je zato Hausdorffov.
□
Trditev 6.11. Naj bo A = {Aλ ⊂ D|λ ∈ Λ} družina podmnožic množice D. Naj za
vsako končno poddružino družine A velja, da je njen presek neprazen. Tedaj obstaja
ultrafilter p ∈ U(D), da je množica A ⊂ p.
Dokaz. Definiramo množico C = {B ⊂ P(D)|A ⊂ B in presek vsake končne pod-
družine množice B je neprazen}. Tedaj je množica C delno urejena množica z re-
lacijo vsebovanosti. Je neprazna, saj vsebuje množico A. Pokažimo, da ima vsaka
veriga {Vi}i∈I v množici C zgornjo mejo V =
⋃︁
i∈I Vi. Naj bodo za k ∈ R množice
S1, . . . , Sk ∈ V . Tedaj obstajajo i1, . . . , ik ∈ I, da za vsak j = 1, . . . , k velja Sj ∈ Vij .
Ker je {Vi}i∈I veriga, obstaja tak l ∈ I, da velja S1, . . . , Sk ∈ Vl. Velja Vl ∈ C, zato
je
⋂︁k
j=1 Sj ̸= ∅. Zato je presek poljubne končne poddružine družine V neprazen in je
V ∈ C. Sedaj po Zornovi lemi v množici C obstaja maksimalni element p. Pokažimo,
da je p ultrafilter.
1.) Naj bo množica S ∈ p, in naj za množico T ⊂ D velja S ⊂ T . Tedaj za
poljubno končno poddružinoB1, . . . , Bk ∈ p velja T∩B1∩. . .∩Bk ⊃ S∩B1∩. . .∩Bk ̸=
∅. Torej za družino p ∪ {T} ⊃ p velja, da je presek vsake njene končne poddružine
neprazen, zato je p ∪ {T} ∈ C. Zaradi maksimalnosti p velja p ∪ {T} = p, zato je
T ∈ p.
2.) Naj bosta množici S, T ∈ p in naj bo Z = S ∩ T . Pokažimo, da je tudi
Z ∈ T . Podobno kot prej za poljubno končno poddružino B1, . . . , Bk ∈ p velja
Z ∩B1 ∩ . . . ∩Bk = S ∩ T ∩B1 ∩ . . . ∩Bk ̸= ∅. Torej za družino p ∪ {Z} ⊃ p velja,
da je presek vsake njene končne poddružine neprazen. Zato zaradi maksimalnosti p
velja p ∪ {Z} = p, zato je Z ∈ p.
3.) Pokažimo, da je za vsako množico A ∈ D natanko ena izmed množic A in Ac
vsebovana v p. Ločimo 2 primera, če obstaja množica B ∈ p, da je A ∩ B = ∅, ali
pa ne.
3.1) Naj obstaja množica B ∈ p, da je A ∩ B = ∅. Tedaj je B ⊂ Ac, zato je
Ac ∈ p.
3.2) Za vsako množico B ∈ p velja A∩B ̸= ∅. Izberemo množico S ∈ p. Tedaj za
poljubno končno poddružino B1, . . . , Bk ∈ p velja (A∩S)∩(B1∩ . . .∩Bk) = A∩(S∩
B1 ∩ . . . ∩Bk) ̸= ∅, saj smo v 2.) točki pokazali, da je presek S ∩B1 ∩ . . . ∩Bk ∈ p,
presek množice A s poljubnim elementom družine p pa je neprazen. Torej za družino
p ∪ {A ∩ S} ⊃ p velja, da je presek vsake njene končne poddružine neprazen. Zato
zaradi maksimalnosti p velja p ∪ {A ∩ S} = p, zato je A ∩ S ∈ p. Velja A ⊃ A ∩ S,
zato je po 1.) točki množica A ∈ p.
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Torej je vsaj ena izmed množic A,Ac vsebovana v družini p. Obe hkrati pa v
družini ne moreta biti vsebovani, saj imata neprazen presek. Torej je množica p res
ultrafilter na prostoru D in velja A ⊂ p. □
Trditev 6.12. Prostor U(D) je kompakten.
Dokaz. Naj bo D topološki prostor. Pokažemo, da za poljubno pokritje prostora
U(D) z bazičnimi množicami obstaja končno podpokritje.
Naj bo družina F = {FAλ|λ ∈ Λ} pokritje množice U(D). Ločimo dve možnosti.
Za družino A = {Aλ|λ ∈ Λ} lahko obstaja končna podmnožica, ki je pokritje
prostora D ali pa ne.
(1) Naj obstaja končna množica E ⊂ Λ, da je⋃︁e∈E Ae = D. Poglejmo poddružino
F ′ = {FAe |e ∈ E} pokritja F . Naj bo p ∈ U(D) poljuben ultrafilter na množici
D. Po definiciji ultrafiltra za vsak e ∈ E velja, da je ali množica Ae ∈ p, ali pa je
množica Ace ∈ p. Če za vsaj en e ∈ E velja, da je množica Ae ∈ p, je ultrafilter
p ∈ FAe , in zato velja p ∈
⋃︁
FAe∈F ′ FAe . Sicer pa je za vsak e ∈ E množica Ace ∈ p,
zato je tudi presek
⋂︁
e∈E A
c
e ∈ p. Tedaj je množica
⋂︁
e∈E A
c
e = (
⋃︁
e∈E Ae)
c = Dc = ∅.
Množica ∅ ne more biti element ultrafiltra p, zato pridemo do prostislovja in mora
biti za vsaj nek e ∈ E množica Ae ∈ p. Zato je poljuben ultrafilter p ∈ U(D)
vsebovan v uniji
⋃︁
FAe∈F ′ FAe , zato je F ′ res končno podpokritje pokritja F .
(2) Za vsako končno množico E ⊂ Λ velja, da družina {Aλ|λ ∈ E} ni pokritje
množice D. Definirajmo družino množic C = {D \ Aλ|λ ∈ Λ}. Za končno množico
E ⊂ Λ družina CE = {D \ Aλ|λ ∈ E} nima praznega preseka, sicer bi bila družina
{Aλ|λ ∈ E} pokritje množice D. Zato po trditvi 6.11 obstaja ultrafilter p ∈ U(D),
da je C ⊂ p. V ultrafiltru p so vsebovane vse množice oblike D \ Aλ, zato za vsak
λ ∈ Λ velja, da množica p /∈ FAλ , saj v ultrafiltru ne moreta biti hkrati vsebovani
množica in njen komplement. Tedaj družina {FAλ |λ ∈ Λ} ne more biti pokritje
množice U(D), saj ne vsebuje ultrafiltra p. Pridemo do protislovja, zato mora za
neko končno množico E ⊂ Λ veljati ⋃︁e∈E Ae = D.
Prostor U(D) je kompakten. □
Definicija 6.13. Naj bo f : D → C zvezna preslikava, kjer je D diskreten prostor in
C Hausdorffov kompakten prostor. Preslikavo ˆ︁f : U(D)→ C definiramo s predpisomˆ︁f(p) = x ⇐⇒ x ∈ ∩S∈pCl(f(S)).
Dobro definiranost te preslikave bomo preverili v naslednjem izreku.
Trditev 6.14. Naj bo D topološki prostor in f : D → C zvezna preslikava, kjer je C
kompakten Hausdorffov prostor. Tedaj je preslikava ˆ︁f : U(D)→ C enolična zvezna
razširitev preslikave f .
Dokaz. Naj bo C kompakten Hausdorffov prostor, f : D → C zvezna preslikava in
naj bo preslikava ˆ︁f : U(D) → C definirana kot zgoraj. Pokazati moramo, da je
preslikava ˆ︁f dobro definirana, zvezna in da enolično razširja preslikavo f .
Naj bo p ∈ U(D) ultrafilter. Najprej pokažimo, da ima množica ⋂︁S∈pCl(f(S))
vsaj en element. Definiramo množico A = {C \ Cl(f(S))|S ∈ p} in predpostavimo,
da je pokritje množice C. Za vsako množico S ∈ p je množica C \Cl(f(S)) odprta,
prostor C je kompakten, zato obstaja končno podpokritje {C \ Cl(f(S))|S ∈ V }
pokrtja A, pri katerem je V končna podmnožica ultrafiltra p. Velja torej C =⋃︁
S∈V (C \ Cl(f(S))) = (
⋂︁
S∈V (Cl(f(S))))
c ⊂ (⋂︁S∈V f(S))c. Množica {f(S)|S ∈ V }
pa je končna podmnožica ultrafiltra p, zato ima neprazen presek. Zato velja C ⊂
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Slika 3. Diagram Stone-Čechove kompaktifikacije.
(
⋂︁
S∈V f(S))
c ⊊ C. Prišli smo do protislovja, zato množica A ni pokritje množice C.
Torej obstaja točka x ∈ C, da za vsako množico S ∈ p velja x /∈ C \ Cl(f(S)), zato
velja x ∈ Cl(f(S)). Torej je točka x ∈ ⋂︁S∈pCl(f(S)), zato ima ta vsaj en element.
Sedaj pokažimo še, da za ultrafilter p ∈ U(D) množica ⋂︁S∈pCl(f(S)) ne more
imeti več kot enega elementa. Predpostavimo, da obstajata različni točki y1, y2 ∈⋂︁
S∈pCl(f(S)). Ker je prostor C Hausdorffov lahko izberemo disjunktni odprti oko-
liciO1 inO2 točk y1 in y2. Množici f−1(O1) in f−1(O2) sta disjunktni. Ker je množica
f(D \ f−1(O1)) ⊂ C \O1, ki je zaprta množica, velja O1 ∩ Cl(f(D \ f−1(O1))) = ∅.
Točka y1 ∈ O1 ∩ (
⋂︁
S∈pCl(f(S))), zato velja D \ f−1(O1) /∈ p. Torej je množica
f−1(O1) ∈ p. Podobno pokažemo, da je množica f−1(O2) ∈ p. Množici O1 in O2
smo izbrali disjunktni, zato pridemo do protislovja, saj disjunktni množici f−1(O1)
in f−1(O2) ne moreta biti element istega ultrafiltra.
Za vsak ultrafilter p ∈ U množica⋂︁S∈pCl(f(S)) torej vsebuje natanko en element,
zato je preslikava ˆ︁f dobro definirana.
Pokažimo, da je preslikava ˆ︁f zvezna. Naj bo množica O odprta podmnožica
prostora C. Izberemo poljuben ultrafilter p ∈ ˆ︁f−1(O). Pokazali bomo, da ima točka
p ∈ U(D) odprto okolico P ⊆ ˆ︁f−1(O), zaradi česar je množica ˆ︁f−1(O) odprta.
Prostor C je kompakten in Hausdorffov, zato je regularen. Množica O je odprta
okolica točke ˆ︁f(p). Tedaj obstaja taka odprta množica H ⊂ C, da velja ˆ︁f(p) ∈
H ⊂ Cl(H) ⊂ O. Če bi bila množica f−1(C \ H) ∈ p, bi bil presek { ˆ︁f(p)} ∩ H =
(
⋂︁
S∈pCl(f(U)))∩H ⊂ Cl(f(f−1(C \H)))∩H ⊂ Cl(C \H)∩H = ∅, saj je množica
C \ H zaprta. To pa ni mogoče. Zato je množica (f−1(C \ H))c = f−1(H) ∈ p.
Množica Ff−1(H) je torej odprta okolica točke p. Preverimo še, da velja ˆ︁f(Ff−1(H)) ⊂
O. Izberemo poljuben element r ∈ Ff−1(H). Velja ∩S∈r Cl(f(S)) ⊂ Cl(f(f−1(H))) ⊂
Cl(h). Zato velja ˆ︁f(r) ∈ Cl(H) ⊂ O. Torej je Ff−1(H) ⊂ O, zato je vsaka točka v
množici ˆ︁f−1(O) notranja. Preslikava ˆ︁f je zvezna.
Pokažimo, da za vsako točko x ∈ D velja f(x) = ˆ︁f(i(x)). Tedaj y = ˆ︁f(i(x))
natanko tedaj, ko je y ∈ ⋂︁S∈i(x)Cl(f(S)) = ⋂︁S∈px Cl(f(S)) ⊂ Cl(f({x})) = f({x}),
saj je enoelementna množica f(D) v Hausdorffovem prostoru C že zaprta. Torej je
y = ˆ︁f(i(x)), natanko tedaj, ko je y = f(x).Preslikava ˆ︁f razširja preslikavo f .
Pokažimo, da je razširitev enolična. Predpostavimo, da obstajata 2 razširitviˆ︁f1, ˆ︁f2 : U(D) → C preslikave f . Ker je prostor C Hausdorffov, je množica O =
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{U ∈ U(D)| ˆ︁f1(U) = ˆ︁f2(U)} zaprta v množici U(D). Velja, da je množica i(D) ⊂ O,
zato je množica Cl(i(D)) = U(D) ⊂ O. Torej je množica ultrafiltrov, za katere se
preslikavi ujemata enaka celemu prostoru, zato je preslikava ˆ︁f1 = ˆ︁f2. □
Trditev 6.15. Naj bo D diskreten prostor. Tedaj je prostor U(D) z vložitvijo i
Stone-Čechova kompaktifikacija prostora D.
Dokaz. Naj bo D diskreten prostor. Pokazali smo, da je prostor U(D) kompak-
ten(6.12) in Hausdorffov(6.10), da je preslikava i vložitev(6.8), prostor i(D) gost pod-
prostor prostora U(D)(6.9), ter da preslikava i ustreza univerzalni lastnosti. Prostor
U(D) zato ustreza definiciji Stone-Čechove kompaktifikacije prostora D(6.14). □
Za diskretne prostore smo konstruirali njihovo Stone-Čechovo kompaktifikacijo.
Vidimo, da je prostor βN primer nediskretnega ekstremno nepovezanega prostora
Tihonova.
Slovar strokovnih izrazov
extremally disconnected space ekstremno nepovezan prostor
point of extremall disconnectedness točka ekstremne nepovezanosti
section prerez
topological group topološka grupa
topological ring topološki kolobar
topological field topološko polje
ultrafilter ultrafilter
prime ultrafilter glavni ultrafilter
Stone-Cech compactification Stone-Čechova kompaktifikacija
fixed point fiksna točka
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